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Vorwort

Vom Kennen zum Koénnen

Dieser Kurs soll den Ubergang von der Schule zum Studium erleichtern, er soll hel-
fen das infolge der verschiedenartigen Schultypen, Schulen, Kurse und Mathematiklehrer
héiufig sehr unterschiedliche Vorbildungsniveau auszugleichen und zu ergénzen. Vergesse-
nes und Verdréangtes soll gehoben und wiederholt, Zerstreutes gesammelt, Bekanntes zum
Gebrauch aufbereitet werden, so dass ein gemeinsames mathematisches Fundament
entsteht. Hier wird mathematisch nichts Neues geboten, jedenfalls nichts, was nicht an-
derswo auch, vielleicht sogar ausfiihrlicher, exakter oder schéner formuliert steht. Es geht
in erster Linie um die Auswahl, Zusammenstellung und Darstellung. Aus dem mathema-
tischen Schulstoff eines Leistungskurses, der ja kaum im Hinblick auf die Praxis, sondern
hauptséchlich unter den Gesichtspunkten des Geistes-Trainings, der Logik und der Axio-
matik ausgewéhlt ist, werden wir das fiir den Studienanfang Erforderliche in kompakter
Form zusammenstellen und an einigen Stellen ergénzen und erweitern. In den Naturwis-
senschaften geniigt es bekanntlich nicht, die mathematischen Begriffe und Operationen zu
kennen, man muss auch mit ihnen umgehen kénnen. Dazu sind die eingestreuten Ubun-
gen besonders wichtig, weil sie die Moglichkeit geben, den entscheidenden Schritt ,, vom
Kennen zum Koénnen® selbst zu iiberpriifen. Wir werden also besonders den praktischen
Aspekt betonen, auch wenn dabei manchmal die mathematische Schérfe (und eventuell
auch ihre Schonheit) auf der Strecke bleibt. Der Vorkurs ist kein Ersatz fiir die Mathema-
tikvorlesungen; er kann aber eine gute Voraussetzung auch fiir diese sein.

Das Wiederholen und Einiiben des Basiswissens muss moglichst frith geschehen, noch
bevor eventuelle Liicken das Versténdnis der Grundvorlesungen behindern und psycholo-
gische Barrieren entstehen kénnen. Wir haben deshalb diesen Kurs als ganztégigen Block-
kurs wihrend der zwei Wochen vor Semesterbeginn mehrmals seit dem WS 84/85 fiir die
kiinftigen Physikstudenten der Universitdt Heidelberg gehalten und dabei auch Horer aus
anderen Naturwissenschaften und der Mathematik gehabt. Wir kénnen uns gut vorstel-
len, dass er auch spéateren Ingenieurstudenten den Einstieg betréchtlich erleichtern kann.
Es scheint uns zweckméfig und sinnvoll, in dieser elektronischen Form des Vorkurses, die
Ihnen nicht erst zwei Wochen vor Semesterbeginn zugénglich ist, etwas weiter auszuholen
und auch ein wenig weiter im Stoff zu gehen, als das in unserem Blockkurs in intensivem
Kontakt mit den Heidelberger Physikern gewthnlich der Fall war. Auflerdem haben wir
in der Praxis hdaufig bemerkt, dass kleine Ausfliige in die ,hohere Mathematik®, histori-
sche Riickblicke und Ausblicke auf die physikalischen Anwendungen iiber das Schulwissen
hinaus anregend wirken und Lust auf Kommendes wecken. Wir werden deshalb auch hier
manches ,,Hohere” bringen, es aber deutlich kennzeichnen, damit es unbedenklich iiber-
sprungen werden kann.
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Kapitel 1

MESSEN:
Messwert und Maf3einheit

1.1 Empirische Methode

Alle Erkenntnis beginnt mit dem Staunen eines neugierigen und aufmerksamen Menschen
iiber ein Phédnomen. Dem folgt héufig eine eingehende qualitative Naturbeobachtung. Die-
se Beobachtung wird zunehmend quantifiziert und ihr Gegenstand idealisiert bis hin zum
Experiment, das eine wohldefinierte Frage stellt. Die Antworten darauf, die Messwerte,
werden in Tabellen gesammelt, in Diagrammen graphisch dargestellt und so auf Abhéan-
gigkeiten und Zusammenhénge untersucht. Nach Berechnung oder Abschétzung der Mess-
genauigkeit, kann zwischen den Messwerten interpoliert und nach einer Beschreibung oder
wenigstens Approximation durch eine mathematische Kurve oder Formel gesucht
werden. Aus den empirischen Zusammenhéngen werden die Gesetzméfigkeiten erschlos-
sen. Diese sind meist in mathematischer Sprache (z.B. Differentialgleichungen) formuliert.
Hat man einen solchen Zusammenhang gefunden, mochte man ihn ,,verstehen”. Das heif3t,
entweder man findet eine Theorie (z.B. einige bereits bekannte Grundgesetze), aus der
man das experimentelle Ergebnis mathematisch herleiten kann, oder man versucht die
Grundgleichung, die hinter dem Phédnomen steht, in einer ,,Hypothese* fantasievoll zu er-
raten. Auch dazu ist viel Mathematik notwendig. Schlielich wird die Mathematik erneut
gebraucht, um Vorhersagen zu gewinnen, die dann wieder experimentell iiberpriift werden
miissen, usw. In dieser Spirale bewegt sich der Fortschritt der Wissenschaft.



1.2 Physikalische Groflen

Historisch hat sich beim Aufbau der Physik immer wieder gezeigt, wie schwierig, aber
auch wichtig es war, {iberhaupt die richtigen Begriffe zu entwickeln und die relevanten
Groflen (z.B. Kraft oder Energie) zu finden, mit deren Hilfe das Naturgeschehen einfach
und umfassend beschrieben werden kann.

Einschub: Zur Geschichte: Mehr als 100 Jahre hat es gedauert, bis aus der
Diskussion zwischen den ,Naturphilosophen® (vor allem D’Alembert, Bruno, New-
ton, Leibniz, Boskovic und Kant) tiber die Begriffe principium, substantia, materia,
causa efficiente, causa formale, causa finale, effectum, actio, vis viva und vis insita
sich unsere heutigen Begriffe von Kraft und Wirkung herauskristallisierten.

Za jeder physikalischen Grofle gehéren Messwert und Mafleinheit, d.h. Zahlenwert
und Dimension. Alle Schwierigkeiten bei Umrechnungen werden vermieden, wenn man die
beiden Teile wie ein Produkt ,,Zahlenwert mal Dimension* behandelt.

Beispiel: In Wohngebieten ist oft eine Geschwindigkeit v = SOkTm vorgeschrieben, das bedeutet
30 km pro Stunde. Wie viele Meter sind das in einer Sekunde?

Ein Kilometer sind 1000 Meter: 1km = 1000m, also v = 30 - 10007 .

Jede Stunde besteht aus 60 Minuten: 1h = 60min, folgt v = 30 - 100052

60min *

Eine Minute hat 60 Sekunden: 1 min = 60 s , also v = 30 - 100055%5; = 8,33 -

Das kann immer noch zu schnell sein fir ein Ball spielendes Kind.

Einschub: Bezeichnungen: FEs ist seit langem international tiblich, die physi-
kalischen Griffen mdglichst durch den ersten Buchstaben des entsprechenden engli-
schen Wortes zu bezeichnen: z.B. s(pace), t(ime), m(ass), v(elocity), a(cceleration),
F(orce), E(nergy), p(ressure), R(esistance), C(apacitance), V(oltage), T(emperature),
usw. Von dieser Regel gibt es natiirlich Ausnahmen: z.B. momentum p, angular mo-
mentum [, electric current I oder potential V .

Wenn das lateinische Alphabet nicht ausreicht, wird meist das griechische verwendet:

alpha o A iota | rho p P
beta 5 B kappa k K sigma o X
gamma vy I lambda A A tau T T
delta o A my w M ypsilon v Y
epsilon € E ny v N phi ¢
zeta ¢ Z xi & = chi x X
eta n H omikron o O psi v
theta 60 © pi m 1l omega w f)

Daneben steht auch das deutsche Alphabet noch zur Verfiigung.
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1.3 Mafleinheiten

Die Mafleinheiten werden iiber Mafistédbe definiert. Die Suche nach geeigneten Maf3sté-
ben und deren Festlegung durch méglichst internationale Konventionen ist ein wichtiger
Teil der Wissenschatft.

Einschub: Mafistibe: Was taugt als Mafistab? - Die Antwort auf diese Frage hat
sich mit der Zeit stark gewandelt. Urspringlich benutzte man tberall leicht verfiigba-
re Vergleichsgrdfien, wie Elle oder Fuf$ fiir die Langenmessung bzw. den Pulsschlag
zur Messung der Zeit. Das lateinische Wort tempora bedeutet urspringlich Schldfe!
Aber nicht jeder Fufl ist gleich lang, und der Puls kann schneller oder langsamer
schlagen. Allein in Deutschland gab es im Mittelalter iber 100 verschiedene Ellen
und Fuf-Mafse.

Man bezog sich deshalb bei der Ldngenmessung seit 1795 auf den zehnmillionsten
Teil des Erdmeridianquadranten, genannt ,Meter” und dargestellt durch den be-
kannten Stab aus einer Platin-Iridium-Legierung, und fir die Zeitmessung auf die
Erddrehung: Die Sekunde war lange Zeit als 86400ster Teil eines mittleren Sonnen-
tages definiert.

Inzwischen ist man zu den genaueren atomaren Standards tbergegangen: zu der
Strecke, die das Licht in 1/299 792 485 s zuriicklegt als Léingennormal und zur
Periodendauer einer Schwingung von Cdidsium-133-Atomen in ,Atomuhren”.

Diese Fragen sind heute nach vielen Irrwegen durch die Konventionen der SI-Einheiten
(Systeme International d’Unités) gelost: Dabei werden folgende Grundgréflen festgelegt:

Lénge gemessen in Meter: m
Zeit in Sekunden: S
Masse in Kilogramm: kg
elektrischer Strom in Ampere: A
Temperatur in Kelvin: K
Lichtstérke in Candela: cd
ebener Winkel in Radiant: rad
Raumwinkel in Steradiant: ST
Stoffmenge in Mol: mol

Alle iibrigen physikalischen Grofien sind als abgeleitet anzusehen, also durch Gesetze,
Definitionen oder Messvorschriften auf die Grundgréfen zuriickzufiihren: z.B.



Frequenz gemessen in Hertz: Hz :=1/s

Kraft in Newton: N := kg m/s?
Energie in Joule: J :=Nm
Leistung in Watt: W :=1J/s
Druck in Pascal: Pa := N/m?
elektrische Ladung in Coulomb: C := As
elektrisches Potential in Volt: V:=1J/C
elektrischer Widerstand in Ohm: € := V/A
Kapazitit in Farad: F:=C/V

magnetischer Fluss in Weber: Wb := Vs

Aufgabe 1.1 SI-Einheiten

a) Welche SI-Einheit hat der Impuls?

b) Aus welchem Gesetz kann man die Krafteinheit herleiten?
c) Wer hat dieses Gesetz zuerst formuliert?

d) Welche Dimension hat die Arbeit?

e) Welche Einheit hat die elektrische Feldstirke?

Einschub: Alte Einheiten: FEinige Beispiele fiir Einheiten, die trotz der SI-
Konwvention noch sehr gebrduchlich sind:

Grad: ° = (w/180)rad = 0,01745rad
Stundenkilometer:  km/h = 0,277 m/s
Pferdestirke: PS = 785,499 W

Kalorie: cal >~ 4,185 J
Kilowattstunde: EWh=23,6-108J
FElektronenvolt: eV ~1,6-10"9J

Insbesondere in England und den USA werden noch alte nichtmetrische Einheiten

verwendet:
inch = Zoll: m ="= 254 cm
foot: ft=12im ~ 0,30 m
yard: yd = 8 ft ~ 0,9144 m
(amer.) mile:  mil = 1760 yd ~ 1609 m
ounce: 0z~ 28,35 g

(engl.) pound: 1b = 16 oz ~ 0,454 kg
(amer.) gallon: gal ~ 3,785 1
(amer.) barrel:  bbl = 42 gal ~ 158,984 1



Aufgabe 1.2 Umrechnung von Mafleinheiten

a) Die Umrechnung der Winkel von Grad in Radiant sind Sie von Ihrem Taschenrechner
gewohnt: Berechnen Sie 30°, 45°, 60°, und 180° in Radiant und 1 rad bzw. 2 rad in Grad.

b) Wie viele Sekunden hat ein Sternenjahr mit 12 Monaten, 5 Tagen, 6 Stunden, 9 Mi-
nuten und 9,5 Sekunden?

c) Wieveil kostet es bei einem ,Strompreis“ von 0,122 € /kWh, wenn Sie eine Nacht lang
sechs Stunden eine 60-Watt Gliihbirne brennen und Ihren PC' laufen haben, der ca. 200
Watt werbraucht“?

d) Zwei amerikanische Kinder messen ihre Trainingsstrecke mit einem Stab aus, der 5
Fuf$ und 2 Inches lang ist. Der Stab passt 254 mal hinein. Wie heif$t der Lauf bei uns?
Wieviele Runden miissen die beiden laufen, bis sie 1 Mile zuriickgelegt haben?

e) Bill Gates sagte: ,If General Motors had kept up with technology like the computer
industry, we would all be driving twenty-five dollar cars that got 1000 miles per gallon.
Meinte er das ,3 Liter-Auto“?

1.4 Groflenordnungen

Die Naturphédnomene sind so vielféltig und umfassen oft so viele Groflenordnungen, dass
bezogen auf einen Mafistab wie z.B. das Meter winzige bzw. riesige Zahlen herauskommen.
In beiden Féllen treten ,unniitze* Nullen auf. Man hat deshalb Zehnerpotenzen eingefiihrt
und diesen Abkiirzungen sowie einprigsame Namen gegeben: z.B. das Kilogramm 1000g
= 103g = 1kg. Auch diese Dezimalvorsilben sind heute international standardisiert.
Wir geben die wichtigsten an:

Zehntel 100 =d Dezi- Zehn 10! =D Deka-
Hundertstel 1072 =c¢ Zenti- | Hundert 102 = Hekto-
Tausendstel 1072 =m Milli- Tausend 10° =k Kilo-
Millionstel ~ 107% =  Mikro- | Million 106 = Mega-
Millardstel 107 =mn Nano- | Milliarde 10° = Giga-
Billionstel 1072 =p Pico- Billion 1012 =T Tera-
Billiardstel 107" =f Femto- | Billiarde 10 =P Peta-

Beispiel: Um Ihnen einen Begriff von den Grdfenordnungen zu geben, fiihren wir einige
Beispiele aus dem Bereich der Lingenmessung an:
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Der Durchmesser des Bereichs, in dem gestreute Elektronen ein Proton spiiren, betrdgt
etwa 1,4fm, Atomkerne sind zwischen 8 und 20 fm dick.

Die Wellenlingen von Gamma-Strahlen liegen im Bereich von pm. Atomdurchmesser rei-
chen von 100 pm bis 1nm.

Wichtige Molekiile sind etwa 10 nm dick. 100 nm ist die Groflenordnung von Viren, und
auch die Wellenldngen des sichtbaren Lichts liegen zwischen 300 und 800 nm.

Bakterien haben typische Durchmesser von um, unsere Blutkorperchen von 10um, und
Einzeller messen einige 100pm.

Damit kommen wir schon in den Ihnen geldufigen Alltagsbereich von Stecknadelkopfen:
Imm, Haselniissen: 1cm und Grapefruits: 1dm.

Elektromagnetische Kurzwellen sind 10 bis 100m lang, Mittelwellen 100 m bis 1km und
schwingen mit 1MHz. 1km betrdgt etwa der Abstand der Heidelberger Neckarbriicken. Die
Flughohen der grofien Verkehrsflugzeuge liegen bei 10km.

Der Durchmesser der Erde betrdgt 12, 7Mm und der des Jupiter etwa 144Mm. Wéhrend
der Sonnendurchmesser bei 1,4Gm liegt, ist der mittlere Abstand der Erde von der Sonne
ca. 150Gm, und der Saturn kreist im Abstand von etwa 1,4Tm um die Sonne.

Das Licht schliefSlich legt in einem Jahr 9,46Pm zuriick.

Einschub: Billion: Widhrend diese Vorsilben des SI-Systems international fest-
gelegt sind, ist das bei unseren vertrauten Zahlwortern keineswegs so. Der anglo-
amerikanische und auch franzésische Ausdruck ,billion® meint unsere Milliarde 10°
und nicht etwa die in der obigen Tabelle verwendete deutsche Billion 10'2. ,The
origin of our sun system 4,6 billion years ago...“ muss z.B. mit ,die Entstehung un-
seres Sonnensystems vor 4,6 Milliarden Jahren...“ ibersetzt werden. Ahnliches gilt
fiir ,trillion“= Billion = 10'2, wdhrend unsere Trillion = 1018,

Einschub: Andere Namen: Auch fiir einige metrische Einheiten sind noch
besondere Namen im Gebrauch: Sie kennen 10>°m? als Ar, 10*m? als Hektar, 10~3m?>
als Liter, 10%kg als Doppelzentner und 103kg als Tonne.

Kennen Sie auch 10°Pa als Bar, 1072m? = bn als Barn, 107°N = dyn, 1077J =
erg, 1071%m = fm als Fermi, 1071%n = 1A als Angstrom oder 10~8Wb unter dem
Namen Mazwell?



Aufgabe 1.3 Dezimalvorsilben

a) Driicken Sie die Linge eines Sternenjahres (365d + 6h + 9min + 9,5s) in Megasekun-
den aus.

b) Die ideale Dauer eines wissenschaftlichen Vortrags betragt ein Mikrojahrhundert.

c) Wie lang braucht ein Photon, wm mait der Lichtgeschwindigkeit von
c = 2,997 924 58 -10% m/s 21 m weit durch den Horsaal zu fliegen?

d) Bei der Planck-Energie von E, = 1,22 -10'® TeV werden fir die Elementarteilchen
Gravitationseffekte erwartet. Driicken Sie die entsprechende Planck-Masse Mp in Gramm
aus.

Im Folgenden befassen wir uns nur noch mit den Zahlenwerten der untersuchten phy-
sikalischen Groflen, die wir meist in Form von Léngen oder Winkeln an unseren Messap-
paraten ablesen, die im gewiinschten Messbereich in den entsprechenden Einheiten der
Messgrofie geeicht sind.
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Kapitel 2

ZEICHEN UND ZAHLEN
und ihre Verkniipfungen

Die Gesetze der Zahlen und ihrer Verkniipfungen sind Gegenstand der Mathematik. Ob-
wohl sich die Zahlen aus ganz elementaren Bediirfnissen des menschlichen Zusammenle-
bens entwickelt haben und die Naturwissenschaften der Mathematik immer wieder An-
stofle gegeben haben, wie zum Beispiel zur Differential- und Integralrechnung, ist die Ma-
thematik eigentlich keine Naturwissenschaft, sondern eine Geisteswissenschaft: Sie geht
nicht von empirischen, d.h. gemessenen Sachverhalten aus, sondern untersucht die logi-
sche Struktur von Zahlen und ihrer Verallgemeinerungen im menschlichen Denkvermogen.
Da sich in vielen Fillen empirische Sachverhalte auf diese logischen Strukturen abbilden
lassen, ist die Mathematik ein unentbehrliches Werkzeug des Naturwissenschaftlers und
des Ingenieurs.

2.1 Zeichen

Wie jede Wissenschaft hat auch die Mathematik eine ihr eigene Sprache entwickelt. Hierzu
gehoren auch einige mathematische und logische Zeichen, die wir hier kurz zusammen-
stellen wollen, da wir sie der Kiirze und Klarheit wegen laufend benutzen werden:

Fragespiel iiber die mathematischen Zeichen

Die Bedeutung der folgenden mathematischen Zeichen ist den meisten von Thnen bekannt:
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+: plus - minus =+ : plus oder minus

: mal /: geteilt durch L : steht senkrecht auf
=: ist gleich ist ungleich =: ist identisch gleich
<: ist kleiner als : ist kleiner oder gleich | <: ist klein gegen
>: ist grofler als : ist groBer oder gleich | >: ist grofl gegen
Z : Winkel zwischen : ist ungefahr gleich oo : grofler als jede Zahl

121V IA Y

Einschub: Unendlich: Die Physiker machen oft lissigen Gebrauch von dem
unter dem Namen ,unendlich“ bekannten Zeichen oo. Mit der Bedeutung ,grofier
als jede Zahl® vermeidet man die Probleme, vor denen die Mathematiker bei diesem
Zeichen warnen: a < oo bedeutet a ist eine endliche Zahl. In Kiirze werden wir
die Kombination — oo verwenden, wenn wir meinen, eine Grifie qwdchst iber alle
Grenzen®,

Zusatzlich verwenden wir noch das

3
Summenzeichen ) : z.B. Y a, :=a; + as + a3
n=1

Weitere Beispiele sind etwa die Summe der ersten m natiirlichen Zahlen:

m

m
Zn::1+2+...+(m—1)+m:5(m+1),

n=1
wie der junge Gaufl durch geschickte Anordnung und Klammerung der Summanden ge-

zeigt hat: Zn:(1+m)+(2+(m—1))+(3+(m—2))+...:%(m—l—l),

oder die Summe der ersten m Quadrate der natiirlichen Zahlen:
}:n%:1+4+.”+0n—n?+m%:%on+U@m+4)
n=1

die wir spéter bei der Berechnung eines Integrals brauchen werden,

oder die Summe der ersten m Potenzen einer Zahl g:

1— qm+1

" =14q+@+. " " = T

n=0

frq#1,
die als ,,geometrische* Summe bekannt ist.
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Einschub: Geometrische Summe: Die Summenformel der geometrischen
Reihe, die wir noch einige Male brauchen werden, wollen wir ausnahmsweise bewei-
sen: Dazu bezeichnen wir die Summe mit

smi=14+ g+ +.. . +¢" T+,
subtrahieren davon q-Sm = q+ q2 + q3 +...+qd"+ qu

und erhalten, da sich fast alles weghebt:
Sm—q - 8m = sm(l —q) =1 —¢™", aus dem wir fiir ¢ # 1 leicht durch Division
durch (1 — q) die obige Formel fiir s, erhalten.

Wichtiger als das analog dem Summenzeichen ) definierte Produktzeichen [[:
3

z.B. [] an := a1 - as - ag ist fiir uns das
n=1

Fakultéitszeichen!: m!:=1-2-3-...-(m—1)-m= ][] n
n=1

(sprich: ,m Fakultat“), z.B. 3! = 1-2-3 = 6 oder 5! = 120, ergénzt durch die Konvention
ol =1.

Fragespiel iiber einige logische Zeichen:

Von den logischen Zeichen, die ebenfalls meist aus dem Mathematikunterricht bekannt
sind, verwenden wir folgende, um logische Zusammenhénge einfacher, iibersichtlicher und
einpriagsamer darstellen und leichter memorieren zu kénnen:

€: ist ein Element von 3: enthélt als Element ¢: ist kein Element von

C: ist Untermenge von oder D: enthélt als Untermenge := : ist definiert durch
gleich oder ist

U: Vereinigungsmenge N: Durchschnittsmenge (): Nullmenge

d: es existiert ein d!: es existiert genau ein V: fiir alle

=: daraus folgt, «: gilt wenn, & gilt genau dann wenn,
ist hinreichende Bedingung fiir | ist notwendige Bedingung fiir | ist notw. und hinr. Bed. fiir

Diese Zeichen werden jeweils beim ersten Auftreten im Text nochmals erklért.
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2.2 Zahlen

Zur Darstellung unserer Messwerte brauchen wir die Zahlen, die Thnen seit langem ver-
traut sind. Um einen Uberblick zu erhalten, stellen wir hier ihre Eigenschaften noch einmal
zusammen. Dabei rufen wir uns einige ausgewéhlte Begriffe ins Gedéchtnis, die die Mathe-
matiker fiir Gesetzméfigkeiten der Zahlen gebildet haben, damit wir spéter die Rechen-
regeln zwischen anderen komplizierteren mathematischen Gréflen mit ihnen vergleichen
konnen.

2.2.1 Natiirliche Zahlen

Wir beginnen mit der Menge der natiirlichen Zahlen {1,2,3,...}, von den Zahlentheo-
retikern mit N bezeichnet und ,natiirlich“ genannt, weil sie von den Menschen, soweit

die Erinnerung reicht, zum Z&hlen benutzt wurden. Die Physiker denken dabei etwa an
Teilchenzahlen, z.B. die Zahl L der Atome oder Molekiile in einem Mol.

Einschub: Loschmidt-Zahl: Die Zahl L wird in Deutschland nach Loschmidt
und im Ausland nach Avogadro benannt. Es ist eine Zahl von 24 Stellen, von denen

nur die ersten sechs (602213) gesichert bekannt, die néichsten zwei (67) mit einem
Fehler (:36) behaftet sind. Man schreibt das dann so: L = 6,022 136 7(36) - 10%3.

Seit alters gibt es fiir die natiirlichen Zahlen zwei verschiedene Verkniipfungen: die Addi-
tion und die Multiplikation, die je zwei natiirlichen Zahlen a,b € N (,,die Zahlen a und b
sind Elemente aus der Menge N“) eine neue natiirliche Zahl zuordnen, weshalb sie interne
Verkniipfungen genannt werden:

die Addition:

interne Verkniipfung: a+b=xeN mit dem
Kommutativen Gesetz: a+b=b+a und dem
Assoziativen Gesetz: a+(b+c)=(a+b)+c und

die Multiplikation:

interne Verkniipfung: a-boder ab=1x € N ebenfalls mit einem
Kommutativen Gesetz: ab = ba und einem

Assoziativen Gesetz: a(bc) = (ab)c und dariiber hinaus einem
Neutralen Element: der Eins: la=a
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Die beiden Verkniipfungsoperationen, Addition und Multiplikation, sind durch das

Distributive Gesetz: (a + b)c = ac + be

miteinander verbunden.

Einschub: Kurzschrift: Wenn man ausdriicken will, dass in der Menge der
natirlichen Zahlen (n € N) nur genau ein (3!) Einselement existiert, das fir alle
(V) natiirlichen Zahlen a die Gleichung la = a erfillt, konnte man das mit Hilfe
der logischen Zeichen folgendermafen ausdricken: 3! 1 € N:Va € N la = a. Man
beachte die Kiirze dieser kompakten logischen Schreibweise.

Einschub: Gegenbeispiele: Als Beispiel einer Verkniipfung, die aus der be-
trachteten Menge herausfiihrt, werden wir bald das vielen von Ihnen bekannte Ska-
larprodukt zweier Vektoren behandeln, das aus deren Komponenten eine Zahl bildet.
Nichtkommutativ sind z.B. die Drehungen der im Bild 9.10 dargestellten Streich-
holzschachtel in einem kartesischen Koordinatensystem: Drehen Sie diese zuerst um
die der 1-Achse parallele Lingsachse im Uhrzeigersinn und dann um die der 3-Achse
parallele kiirzeste Querachse und vergleichen Sie das Resultat mit der Stellung der
Schachtel, nachdem die beiden Drehungen in umgekehrter Reihenfolge durchgefiihrt
wurden!

Gegenbeispiele fir das Klammergesetz fiir drei Elemente einer Menge sind nur
schwer zu finden: Aus dem Bereich der Kiichenchemie fielen uns die drei Zutaten
der fettlosen Kinderschlagsahne ein: (Zucker + Fiweiff) + Obstsaft = Kinderschlag-
sahne. Wenn Sie nach der Vorschrift Zucker + (Eiweifs + Obstsaft) zundchst ver-
suchen, das Eiweifs mit dem Obstsaft zu schlagen, werden Sie vergeblich auf steifen
Schaum warten.

Anschaulich kann man sich die natiirlichen Zahlen als dquidistante Punkte auf einer Halb-
geraden vorstellen.

- = x - = x - =

1 2 3 4 9 6 7 8 = o0

Fiir die Physiker ist es manchmal zweckmifig, wie bei einem Maflstab die Null 0 hin-
zuzunehmen, also N zu Ny := N U {0} ergénzen. Dadurch erhilt auch die Addition ein
eindeutig bestimmtes
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Neutrales Element: die Null: O+a=a

In ,logischer Stenographie“: 31 0 € Ny : Va € Ny : 0+ a = a ganz analog wie beim
neutralen Element der Multiplikation.

Einschub: Null: Noch die alten Griechen und Rémer kannten keine anderen
als die natiirlichen Zahlen: N = {I, 11, I1I1,1V,...}. Die Chinesen kannten die Null
als Leerstelle schon im 4. Jahrhundert v. Ch. Erst im 12. Jahrhundert wurde sie
von den Arabern nach Europa gebracht.

2.2.2 Ganze Zahlen

Mit dem zivilisatorischen und kulturellen Fortschritt der Menschen mussten auch die
Zahlen erweitert werden. Z.B. reicht es, wenn man von Geld spricht, nicht aus, den Betrag
zu kennen (also die Zahl der Miinzen), sondern man muss auch ausdriicken kénnen, ob
man sie besitzt oder schuldet. Das wird heute durch die Farbe der Zahl (,rote Zahlen“)
oder durch ein Vorzeichen + oder - ausgedriickt. In den Naturwissenschaften haben sich
die Vorzeichen eingebiirgert.

Der Physiker kann eine Markierung auf seinem Maflstab um eine beliebige Zahl von Punk-
ten nach rechts verschieben, stofit aber auf Schwierigkeiten beim Verschieben der Marke
nach links. Mathematisch formuliert: Nicht fiir alle natiirlichen Zahlen a und b hat die
Gleichung a+x = b eine Losung x, die auch eine natiirliche Zahl ist: z.B. 2+x = 1. Solche
Gleichungen kann man nur dann l6sen, wenn man die natiirlichen Zahlen durch Hinzu-
fiigen der negativen Zahlen {—a| a € N} zu den ganzen Zahlen erginzt: Zu jedem
positiven Element a existiert genau ein

Negatives Element —a mit: a+(—a)=0

In logischer Kurzschrift: Va € Z 3' —a: a+ (—a) = 0.

Auch zur 1 kommt eine -1, d.h. ein Euro Schulden zu einem FEuro Guthaben.

Die Mathematiker bezeichnen die Menge der ganzen Zahlen, die aus allen natiirlichen
Zahlen a € N, aus ihren negativen Partnern —a € (—N) und der Null bestehen, mit
Z :=NU{0}U{—a| ae€N}.
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Mit dieser Erweiterung hat die obige Gleichung a + = = b wie gewiinscht fiir alle Paare
von ganzen Zahlen immer eine Losung, ndmlich die Differenz x = b — a, die wieder eine
ganze Zahl ist x € Z. Man sagt auch, Z sei ,,abgeschlossen beziiglich der Addition: Die
Addition fiithrt nicht aus der Menge heraus. Dies bringt uns zu einem zentralen Begriff
der Mathematik (und auch der Physik), dem der Gruppe :

Man bezeichnet eine Menge von Objekten (wie z.B. die ganzen Zahlen) als Gruppe, wenn
1. sie abgeschlossen ist beziiglich einer inneren Verkniipfung (wie z.B. der Addition),

2. ein Assoziatives Gesetz gilt (wie z.B.: a + (b+¢) = (a +b) + ¢),

3. sie genau ein Neutrales Element besitzt (wie z.B. die 0) und

4. zu jedem Element genau eine Umkehrung existiert (wie z.B. das Negative).

Falls dariiber hinaus auch noch das Kommutative Gesetz (wie z.B. a +b = b+ a) gilt,
nennen die Mathematiker die Gruppe abelsch .

Einschub: Gruppen: Spdter werden Sie lernen, dass Gruppen in der Physik
bei der Suche nach Symmetrien eine wichtige Rolle spielen, z.B. bei Kristallen oder
bei der Klassifizierung der Elementarteilchen. Die Elemente der Gruppe sind dabei
Operationen, wie etwa Drehungen: Der Effekt von zwei hintereinander ausgefiihrten
Drehungen kann auch durch eine einzige Drehung erreicht werden. Bei der Aus-
fihrung dreier Drehungen hingt das Ergebnis nicht von der Klammerung ab. Die
Operation keine Drehung ldsst den Kéorper unverdndert. Jede Drehung ldsst sich wie-
der riickgdngig machen. Oft sind diese Gruppen nicht abelsch, z.B. zwei Drehungen,
i unterschiedlicher Reihenfolge ausgefiihrt, fiihren zu verschiedenen Ergebnissen.
Deshalb haben die Mathematiker das Kommutative Gesetz nicht zu den Gruppe-
neigenschaften dazugenommen, sondern nur durch das Adjektiv abelsch hinzugefiigt
nach dem Mathematiker N. H. Abel (1802-1829).

Die ganzen Zahlen kann man sich als dquidistante Punkte auf einer ganzen Geraden
geometrisch vorstellen.
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Einschub: Betrige: Wenn wir bei einer Zahl vom Vorzeichen absehen wollen,
verwenden wir den Begriff

Betrag: |a|:=a fira >0 und |a| := —a fir a <0,

so dass |a] > 0 Va € Z.
Zum Beispiel ist fir die Zahl =5 : | — 5| =5 und fiir die Zahl 3 : |3| =3 = 3.

FEs gilt die leicht nachvollziehbare Rechenregel fiir den Betrag eines Produkts:

|a- b = af - [b]

Fiir den Betrag von Summe bzw. Differenz ganzer Zahlen gelten nur Ungleichungen,
auf die wir spdter noch zurickkommen werden:

[la] = [ol| <fa+b] <|a| + b].

Den zweiten Teil kennen Sie als ,,Dreiecksungleichung®’

[0.3¢m] Die Grifle |a — b| ist dann der Abstand zwischen den Zahlen a und b auf
der Zahlengeraden.

Alle Punkte a im Umgebungsintervall von ag, deren Abstand von ag kleiner als eine
positive Zahl € ist, nennt man eine e-Umgebung U.(ag) von ag :

Einschub: e-Umgebung: Der Begriff der e-Umgebung wird Ihnen in den
Mathematikvorlesungen noch oft begegnen:

a € Us(ap) < |la—ag| <e mite>0.
Versuchen Sie diese logische Definition in Worte zu fassen.

Wir werden den Begriff nur an einigen Stellen verwenden.

=] x x

0 05 1 15 2 25

Das Bild zeigt die e-Umgebung der Zahl 1 fiir e = 1/2. Sie enthélt alle Zahlen x mit
0,5 <z < 1,5. Beachten Sie, dass die Rénder (hier 0,5 und 1,5) nicht zur Umgebung gerechnet
werden.
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2.2.3 Rationale Zahlen

Beim Teilen haben die Menschen gemerkt, dass auch die ganzen Zahlen im Alltag nicht
ausreichen. Mathematisch gesprochen: Um auch die Gleichung a-x = b fiir a # 0 innerhalb
einer Zahlenmenge 16sen zu koénnen, miissen wir die ganzen Zahlen zu den rationalen
Zahlen Q erweitern, und zwar durch die Hinzunahme der inversen Zahlen {% oder a™'|a €
Z}. Wir benutzen die Schreibweise Z\ {0} fiir die Menge der ganzen Zahlen ohne die Null.
Dann gibt es zu jeder von 0 verschiedenen ganzen Zahl a genau ein

Inverses Element a™! mit: a-a ' =1

In mathematischer Kurzschrift: Va € Z\ {0} I a™': a-a™ ' =1.

Diese Begriffsbildung ist uns wohl vertraut. Das Inverse zu der Zahl 3 ist %, das Inverse
zu —7 ist —2.
7

Damit 16sen die Briiche x = g fiir a # 0 wie gewiinscht unsere Ausgangsgleichung ax = b.
Allgemein sind die rationalen Zahlen die Quotienten aus zwei ganzen Zahlen, bestehend
aus dem Zahler und dem (von 0 verschiedenen) Nenner. Sie sind also, mathematisch
ausgedriickt, geordnete Paare von ganzen Zahlen x = (b, a).

Einschub: Klasse: Genau genommen wird eine rationale Zahl sogar immer
durch eine ganze Klasse von geordneten Paaren ganzer Zahlen dargestellt, z.B. sol-
len (1,2) = (2,4) = (3,6) = (1a,2a) fir a € Q und a # 0 als ein und dieselbe
Zahl gelten: 1/2 = 2/4 = 3/6 = la/2a : Kiirzen soll die Zahl, wie wir wissen, nicht
dandern.

Ausdividiert werden die rationalen Zahlen dann zu endlichen, d.h. abbrechenden oder peri-
odischen Dezimalbriichen: z.B. % =0,2 ,% =0,3333333... = 0,3 und 1—11 = 0,090909009... =
0,09, wobei der Strich iiber den letzten Ziffern die Periode andeutet.

Mit dieser Definition des Inversen bilden jetzt die rationalen Zahlen nicht nur beziiglich der
Addition, sondern auch beziiglich der Multiplikation eine Gruppe (mit Assoziativgesetz,
Eins und inversem Element), die wegen des Kommutativgesetzes der Faktoren: ab = ba
abelsch ist.

Einschub: Korper: Fir Mengen, die beziiglich zweier interner Verkniipfungen
Gruppen bilden, die durch ein Distributives Gesetz verbunden sind, haben die Ma-
thematiker wegen ihrer Wichtigkeit einen eigenen Namen erfunden: Sie nennen sie
einen Korper.
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Die rationalen Zahlen liegen dicht auf unserer Zahlengeraden, d.h. in jedem Intervall kann
man abzihlbar unendlich viele finden.

Wegen der endlichen Messgenauigkeit jeder physikalischen Messung sind die rationalen
Zahlen in jeder praktischen Hinsicht die Zahlen der Physik und auch jeder anderen
Naturwissenschaft. Deshalb haben wir uns ihre Rechenregeln so genau angesehen.

Bei der Angabe der Messergebnisse als rationale Zahlen, meist in Form von Dezimal-
briichen, haben die Wissenschaftler weltweit vereinbart, nur so viele Stellen hinter dem
Komma anzugeben, wie gemessen sind. Zu jedem Messwert sollte jeweils auch die Unsi-
cherheit angegeben werden. So findet man z.B. fiir das Plancksche Wirkungsquantum in
einer Tabelle

h=1,054 571 68(18) - 107** Js.

Diese Angabe lisst sich auch folgendermafien schreiben
h = (1,054 571 68 £ 0,000 000 18) - 107** Js

und bedeutet, dass der Wert von A (mit einer Wahrscheinlichkeit von 68 %) zwischen den
folgenden beiden Schranken liegt:

1,054 571 50 - 1073* Js < h < 1,054 571 86 - 10734 Js.

Aufgabe 2.1

a) Zeigen Sie mit dem fiir gerade m angedeuteten Gauflschen Rezept, dass die Formel fir

die Summe der ersten m natiirlichen Zahlen ) n = g(m+ 1) auch fiir ungerade m gilt.
n=1

b) Beweisen Sie die angegebene Formel fir die Summe der ersten m Quadrate natirlicher

Zahlen Y- n* = 2(m +1)(2m + 1), indem Sie Y (n+1)® betrachten.
n=1

n=1

c) Was bedeuten die beiden folgenden Angaben aus dem ,particle properties data booklet:
e =1,602 176 53(14) - 107 Cb und m, = 9,109 382 6(16) - 1073! kg?
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Einschub: Potenzen: Mehrfache Anwendung desselben Faktors beschreiben wir
wie gewohnt als Potenz mit der Anzahl der Faktoren als

Exponent: 0" :=b-b-b---b  bein Faktoren b,

wobei die bekannten

Rechenregeln.  b"b™ = p" ™ (™)™ = "™ und (ab)™ = a™b" fiir n,m € N

gelten. Mit den Definitionen b := 1 und b=" := 1/b" lassen sich die Rechenvor-
schriften auf ganze Fxponenten erweitern: n,m € Z. Spdter werden wir noch weiter
verallgemeinern.

Als erste Anwendung der Potenzen erwdhnen wir den Satz des Pythagoras. In ei-
nem rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat iber der Hypotenuse ¢ gleich der Summe
der Quadrate tiber den beiden Katheten a und b:

Satz des Pythagoras: a? + b = ¢?

ONLINE bewegliches Bild 2.5 mit farbigen Parallelogrammen, aus denen der
geometrische Beweis ersichtlich ist.

Héaufig gebraucht werden auch die sogenannten
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binomischen Formeln: (a + b)* = a® & 2ab + b* und (a + b)(a — b) = a® — b?,

die zwar leicht abgeleitet werden konnen, aber einfach auswendig gelernt werden sollten.

Die binomischen Formeln sind ein Spezialfall (fiir n = 2) des allgemeinen Ausdrucks
a = ——a
— kl(n —k)! ’

worin k,(%k), =: (Z) die sogenannten Binomialkoeffizienten sind. Sie lassen sich ent-
weder direkt aus der Definition der Fakultéit berechnen, z.B.

5 5! 1-2-3-4-5

3 ABG-3)! 1-2-3-1-2
oder im Pascalschen Dreieck konstruieren. Es wird folgendermaflen von oben her aufge-
baut:

n=20: 1

n=1: 1 1

n=2: 1 2 1

n=3: 1 3 3 1

n=4: 1 4 6 4 1
n=2>5: 1 5 10 10 5 1
n=6: 1 6 15 20 15 6 1

Man beginnt mit der Zahl 1 in der Zeile n = 0. In der néchsten Zeile (n = 1) werden
rechts und links zwei Einsen angeschrieben. Dann fiir n = 2 werden wieder rechts und
links zwei Einsen hinzugefiigt und in der Liicke eine 2 = 1+ 1, als Summe des rechten und
linken ,Vordermanns“ (jeweils eine 1). In dem eingerahmten Kasten erkennt man noch
einmal das Bildungsgesetz: Den gesuchten Binomialkoeffizienten (g) findet man dann in
der Reihe n = 5 auf Position 3.

Aufgabe 2.2

a) Bestimmen Sie die Linge der Raumdiagonalen in einem Wiirfel der Kantenlinge a.
b) Berechnen Sie (a* —b*)/(a — b).

¢) Berechnen Sie (7)) und (7).

0

d) Berechnen Sie () und (g)

4

e) Zeigen Sie, dass allgemein (nfk) = (Z) gilt.

f) Beweisen Sie das Bildungsgesetz des Pascalschen Dreiecks: (") + (1) = (nzl).
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2.2.4 Reelle Zahlen

Die Mathematiker haben sich mit den rationalen Zahlen allerdings nicht zufrieden gege-
ben, da z.B. eine so wichtige Zahl wie der Umfang 7 eines Kreises mit Durchmesser 1
keine rationale Zahl ist: m ¢ Q. Sie wollten auch die Losungen der Gleichung 2% = a
wenigstens fiir a # 0, also die Wurzeln x = a'/? =: \/a mit dabeihaben. Deshalb haben
sie die rationalen Zahlen durch Hinzunahme aller unendlichen Dezimalbriiche zu den re-
ellen Zahlen R erweitert, bei denen dann die Lénge jedes Kurvenstiicks dazugehort und
die umkehrbar eindeutig auf die Zahlengerade R' abgebildet werden kénnen (d.h. jedem
Punkt entspricht genau eine reelle Zahl und umgekehrt).

\'7 e m

Einschub: Historie: Wurzel 2: Schon in der Antike war einigen Mathemati-
kern bekannt, dass es Zahlen gibt, die nicht als Bruch darstellbar sind. Sie zeigten
das mit etnem sogenannten indirekten Beweis:

Wire z.B. die Diagonale eines Quadrats mit Seitenlingen 1 eine rationale Zahl,
also /2 = b/a, dann gibe es zwei natiirliche Zahlen b,a € N mit b*> = 2a%. Denken
wir uns nun b und a in ihre Primfaktoren zerlegt, so steht auf der linken Seite
eine gerade Anzahl dieser Faktoren; wegen des Quadrats tritt jeder Faktor ndmlich
doppelt auf. Auf der rechten Seite hingegen steht eine ungerade Anzahl, denn es
kommt ja noch der Faktor 2 hinzu. Da die Zerlequng in Primfaktoren eindeutig ist,
kann die Gleichung also nicht richtig sein.

Damit ist gezeigt, dass die Annahme, /2 kénne als Bruch dargestellt werden, zu
einem Widerspruch fihrt, also falsch sein muss.

Mit den reellen Zahlen, fiir die genau dieselben Rechenregeln eines Korpers gelten wie fiir
die rationalen, werden die beiden Losungen der allgemeinen

2
quadratischen Gleichung: z?+ar+b=0, x15= —g + az —b

dann reelle Zahlen, falls die Diskriminante unter der Wurzel nicht negativ ist: a? > 4b.
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Einschub: Ausblick: Komplexe Zahlen: Spditer in Kapitel 8 werden wir
noch einen Schritt weiter in diese Richtung gehen und die komplexen Zahlen C
einfihren, mit denen dann auch x? = a fir a < 0 und die allgemeine quadratische

Gleichung immer ldsbar werden und tiberraschenderweise noch viele schéne andere
Sdtze gelten.
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Kapitel 3

FOLGEN UND REIHEN
und ihre Grenzwerte

Es sind weniger direkte Anwendungen der Folgen und Reihen selbst, die fiir die Natur-
wissenschaften wichtig sind, als die Tatsache, dass man an ihnen am einfachsten die Be-
griffe und Gesetze der Grenzprozesse genauer studieren kann, die auch fiir die Physik von
grundlegender Bedeutung sind. Deshalb haben wir in diesem Abschnitt das unter diesem
Gesichtspunkt Wichtigste zusammengestellt iiber dieses Gebiet der Mathematik, das Sie
spéter in der mathematischen Vorlesung iiber Analysis noch genauer und ausfiihrlicher
behandeln werden.

3.1 Folgen

Der erste wichtige mathematische Begriff, mit dem wir uns beschéftigen miissen, ist der
einer Folge. Der Physiker denkt dabei etwa an die Folge der Sprunghéhen einer Stahl-
kugel auf einer Platte, die infolge der unvermeidlichen Energiedissipation mit der Zeit
monoton abnehmen und schliellich mehr oder weniger schnell gegen Null streben. Nach
einiger Zeit bleibt die Kugel ruhig liegen. Die physikalische Folge der Sprunghthen hat
also nur endlich viele nicht verschwindende Glieder im Gegensatz zu den Folgen, die in
der Mathematik interessieren: Mathematisch ist eine Folge eine unendliche Menge von
Zahlen, die durchnumeriert, d.h. eindeutig auf die Menge der natiirlichen Zahlen abge-
bildet werden kann: (a,)nen. Da man nicht alle unendlich vielen Glieder angeben kann
(a1, as,as, aq, as, ag, . . .), definiert man eine Folge meist durch das ,allgemeine Glied“ a,,
d.h. das Bildungsgesetz, das angibt, wie man die Glieder berechnet. Wir wéhlen zunéchst
einige charakteristische Musterbeispiele aus, an denen wir aber bereits alles Wichtige
erkldren konnen:
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(F1) 1,2,3,4,5,6,7,... = (n)nen die natiirlichen Zahlen selbst,
(F2) 1,-1,1,-1,1,-1,... = ((—1)""), oy eine einfache ,alternierende* Folge,
(F3) 1, %, %, 4117 %, L= (%)HGN die inversen natiirlichen Zahlen,

die sogenannte ,,harmonische” Folge,
(F4) 1, %, %, i, = (%)%N die inversen Fakultéten,
(F5) %, %, %, %, — (nLﬂ)neN eine Folge von echten Briichen und
(F6) ¢.¢°.¢*.¢*¢"...=(¢"), ey, ¢ €R die,geometrische Folge.

Einschub: Zinseszins: Die geometrische Folge kennen viele von Ihnen aus der
Schule, weil nach ihr mit ¢ = 14 155 ein Kapital Ko bei p% Jahreszins nach n
Jahren auf K,, = Kyq" angewachsen ist, wenn Zinseszins berechnet wird.

Um uns eine erste anschauliche Vorstellung von diesen Musterfolgen zu geben, sind in
einem ebenen kartesischen Koordinatensystem der folgenden graphischen Darstellungen
die Folgenglieder a, (in 2-Richtung) iiber den Aquidistanten natiirlichen Zahlen n (in
1-Richtung) durch Punkte eingetragen.

9 1 &
8 o 0,9 o X
x K

7 b 4 08 X

X
§ x 0,7 x

06 F3: #
5 ® . ’ F4:
a o X X 05w % F5 x
Fa: 04 F6: o frg=112

3 X F3: + ’

+

F6: o filr g=2 0,3
2 o x 9 o *
0,2 *

1 ] L

o &+
0 * + * & " 0.1 -

1 2 3 4 5 6 T B N 0 L I - T

-1 1 2 3 4 5 6 7 8 N

Bilder 3.1: Veranschaulichung der Musterfolgen iiber den natiirlichen Zahlen, bei der geo-
metrischen Folge (F6) fiir ¢ = 2 bzw. ¢ = 1.

Auch die Summe, Differenz oder das Produkt zweier Folgen sind wieder eine Folge. Zum
Beispiel ist die Musterfolge (F5) mit a, = -5 = ==l =1 — — die Differenz aus der
trivialen Folge (1),en = 1,1, 1, ..., die aus lauter Einsen besteht, und der harmonischen

Folge (F3) bis auf das erste Glied.
Das gliedweise Produkt der Musterfolgen (F2) und (F3) ergibt eine neue Folge

(F7) 1,—3,3,—%,...= (#) die ,alternierende” harmonische Folge.
neN

Auch das gliedweise Produkt der harmonische Folge (F3) mit sich selbst ist wieder eine
Folge:
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(F8) 1,11 L1 . =(%

T 90 160 die Folge der inversen natiirlichen Quadrate.

)nGN
Das gliedweise Produkt der Musterfolgen (F1) und (F6) ergibt eine neue Folge
(F9)  q,2¢%,3¢%,4¢*,5¢° ... = (nq")nen, q € R eine abgeénderte geometrische Folge.

Eine noch kompliziertere zusammengesetzte Folge wird uns spéater noch beschéftigen:

(F10) 2,(3)%,(3)% ... = ((1+2)"),.y die sogenannte Exponentialfolge.

Aufgabe 3.1 Veranschaulichen Sie sich auch diese weiteren Beispiele durch graphi-
sche Darstellungen. Projizieren Sie die Punkte auf die 2-Achse.

Es sind drei Eigenschaften, die uns an den Folgen besonders interessieren: Beschrénk-
heit, Monotonie und Konvergenz:

3.2 Beschriankheit

Eine Folge heifit nach oben beschriankt, wenn es eine obere Schranke B fiir die Glieder
der Folge gibt: a,, < B: also in Kurzschrift:

(an)neny nach oben beschrinkt <— 3B:a, < B VYneN

Nach unten beschrdnkt wird ganz analog mit der unteren Schranke A definiert:
dA: A<a, Vn e N.

Z.B. ist unsere erste Musterfolge der natiirlichen Zahlen (F1) nur nach unten etwa durch
1 beschriankt: A = 1. Die alternierende Folge F2 ist offensichtlich nach oben und unten
beschrénkt, z.B. durch A = —1 bzw. B = 1. Fiir die harmonische Folge (F3) ist das erste
Glied, die 1, eine obere Schranke: B =1 > % Vn € N und die Null eine untere: A = 0. Die
Musterfolge der inversen Fakultidten (F4) hat die untere Schranke A = 0 und die obere
B=1.

Aufgabe 3.2 Untersuchen Sie die anderen beiden Musterfolgen auf Beschrdnktheit.
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3.3 Monotonie

Eine Folge heifit monoton steigend, wenn aufeinander folgende Glieder mit wachsender
Nummer immer gréffer werden: Zum Einprégen:

(an)ney monoton steigend <— a, < a,1 Vn € N.

Falls sogar a,, 5 an41 gilt, spricht man von streng monoton steigend.
Ganz analog wird monoton fallend mit a,, > a,,, definiert.

Z.B. ist die Folge der natiirlichen Zahlen (F1) streng monoton steigend, die alternierende
Folge (F2) nicht monoton und die harmonische Folge (F3) sowie die Folge der inversen
Fakultiten (F4) streng monoton fallend.

Aufgabe 3.3 Monotone Folgen

Untersuchen Sie die anderen beiden Musterfolgen auf Monotonie.

3.4 Konvergenz

Nun folgt der Kernpunkt dieses ganzen Kapitels: Wie Sie aus der Projektion der Darstel-
lungspunkte auf die 2-Achse gesehen haben, gibt es Zahlenfolgen, deren Glieder a,, sich
auf der Zahlengeraden um eine Zahl a herum héufen, so dass unendlich viele Folgenglieder
in jeder e-Umgebung U.(a) dieser Zahl a liegen, die tibrigens nicht unbedingt selbst ein
Glied der Folge zu sein braucht. Man nennt a in einem solchen Fall einen Hdaufungspunkt
der Folge.

Von unseren Beispielen hat die Folge der natiirlichen Zahlen (F1) keinen und die harmo-
nische Folge (F3) einen Haufungspunkt, und zwar bei Null. Die alternierende Folge (F2)
hat sogar zweir Haufungspunkte: einen bei 41 und einen bei —1.

Der Satz von Bolzano und Weierstraf3 garantiert uns, dass jede nach oben und unten
beschrinkte Folge mindestens einen Haufungspunkt haben muss.

Falls eine Folge nur einen einzigen Haufungspunkt besitzt, kann es vorkommen, dass al-
le Folgenglieder ab einer bestimmten Nummer in der Umgebung dieses Punktes liegen.
Man nennt diesen Punkt dann den Grenzwert der Folge und dieser Fall erweist sich als
zentraler Begriff der Analysis: Die Mathematiker haben deshalb mehrere Bezeichnungen
dafiir. Sie sagen auch, die Folge hat einen Limes oder die Folge ist konvergent gegen a

. . . . n—oo
und schreiben: lim a,, = @, manchmal lassiger: a,, — a.
n—o0
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(an)nen konvergent: Ja: lim a, = a
n—oo

<= Ve >03N(e) €eN:|a, —a|l| <eVn> N(e).

Mit dem letzten Stenogramm ist gemeint: fiir jede vorgegebene auch noch so kleine positive
Zahl £ kann man eine Nummer N (g) angeben, so dass der Abstand vom Haufungspunkt a
fiir alle Folgenglieder mit einer grofleren Nummer als N (g) kleiner ist als das vorgegebene
kleine ¢.

Fiir manche Folgen erkennt man die Konvergenz oder sogar den Grenzwert nach einiger
Ubung mit bloBem Auge, aber manchmal ist es gar nicht so einfach, festzustellen, ob eine
Folge konvergent ist. Deshalb ist der folgende Satz sehr erwiinscht, der uns mit Hilfe des
Satzes von Bolzano und Weierstrafl zeigt, wann man ganz allgemein auf die Konvergenz
einer Folge schlieen kann:

Jede nach oben beschrinkte monoton steigende Folge bzw.
jede nach unten beschrinkte monoton fallende Folge ist konvergent.

In all den Fallen, bei denen man den Grenzwert nicht kennt oder nicht leicht herausfinden
kann, hilft den Mathematikern oft auch das notwendige (<) und hinreichende (=)

Cauchy-Kriterium: (a,) konvergent
<= Ve>03dN(e) e N:|a, —an| <eVn,m > N(e),

d.h. eine Folge konvergiert genau dann, wenn die Absténde zwischen den Gliedern der
Folge ab einer bestimmten Nummer immer kleiner werden, die entsprechenden Punkte
auf der Zahlengeraden also immer néaher zusammenriicken; wenn das nicht der Fall ist,
dann divergiert sie. Aulerdem kann man zeigen, dass jede Teilfolge einer konvergenten
Folge und die Summe und Differenz, sowie das Produkt und, falls der Nenner ungleich
0 ist, auch der Quotient zweier konvergenten Folgen wieder konvergent sind, d.h. der
Grenzwert ist mit den rationalen Rechenoperationen vertauschbar.

Viele konvergente Folgen haben die Null als Haufungspunkt, man nennt sie Nullfolgen.

Die harmonische Folge (F3) mit a, = + ist z.B. eine Nullfolge.
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Einschub: Konvergenzbeweise: Am Beispiel der harmonischen Folge wollen
wir alle Konvergenzkriterien ausprobieren:

1. Am leichtesten prift man den Satz von Bolzano und Weierstrafi: Die harmoni-
sche Folge (F3) (L)nen fllt monoton und ist nach unten beschrinkt 0 < 1, also
konvergiert sie.

2. Der Hdufungspunkt liegt offensichtlich bei a = 0 : Wir geben ein € > 0 willkiirlich

vor, z.B.e = 14955, und suchen die Nummer N(g), so dass |a, —a| = |+ — 0] = || =

L < e firn > N(g). Das ist aber sicher der Fall, wenn wir N(g) als die nichst

groflere natirliche Zahl grofler als % wdhlen: N(g) > %, z.B. bei e = 0,001 also

N(g) = 1001. Dann gilt fir allen > N(g) : £ < N%s) <e.

3. Endlich ist auch das Cauchy-Kriterium hier leicht nachzurechnen: Sei ein € > 0
vorgegeben, so folgt fiir den Abstand zweier Glieder a, und a, mit n < m :

|an, — am| = %—%|:|Tl;n"]<|%|:%<E,fallsn>]\7(£):%.

Die Folgen (F1) und (F2) konvergieren offensichtlich nicht.

Aufgabe 3.4 Konvergente Folgen

a) Untersuchen Sie die anderen drei Musterfolgen auf Konvergenz.

b) Berechnen Sie, damit Sie vorsichtig werden, die ersten zehn Glieder der Folge a, =
n-0,9", dem Produkt aus (F1) mit (F6) fir ¢ = 0,9, und vergleichen Sie mit agy, sowie
von a, = %, dem Quotienten aus (F6) fir ¢ = % und (F4), und vergleichen Sie mit agp.
c¢) Die Folge, die abwechselnd aus Gliedern von (F1) und (F3) besteht: d.h. azni1 = n und
Qop = % hat nur einen einzigen Hdaufungspunkt, namlich 0. Konvergiert sie gegen 07

3.5 Reihen

Nachdem wir die Grenzwerte von Zahlenfolgen studiert haben, kénnen wir unser neu
erworbenes Wissen sogleich auf hidufiger in der Physik vorkommende niitzlichere Objekte
oo
anwenden, wie etwa unendliche Summen s = ) a,, die Reihen genannt werden:
n=1
Diese werden schon hin und wieder bei interessanteren physikalischen Fragestellungen
gebraucht: Wenn wir z.B. die elektrostatische Energie einer Kette von unendlich vielen
aquidistanten abwechselnd positiven und negativen Punktladungen fiir ein Kettenglied
aufsummieren wollen (die ein einfaches, aber erstaunlich gutes eindimensionales Modell
fiir einen Ionenkristall darstellt) stofilen wir auf die unendliche Summe tiber die Glieder
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o

der alternierenden harmonischen Folge (F7): die Reihe ) % Wie rechnet man das
n=1
aus 7

Reihen sind Folgen, deren Glieder endliche Summen reeller Zahlen sind: Die Definition

der
meN

fithrt die Reihen auf die Folgen zuriick, die wir oben gerade behandelt haben.

Reihe ) a,, als Folge der Teilsummen s, = (

n=1

o

Insbesondere ist eine Reihe genau dann konvergent und hat den Wert s, wenn die Folge

ihrer Teilsummen s, (nicht etwa die ihrer Summanden a,!!) konvergiert: lim s,, = s:
m—0o0

m m
Reihe s,, = > a, konvergent <= lim > a, =5 < 0

n=1 m—00 n—]

Auch das Vielfache einer konvergenten Reihe und die Summe und Differenz von zwei
konvergenten Reihen sind wieder konvergent.

Die wenigen Musterbeispiele fiir Reihen, die notig sind, um das Wichtigste bereits
sehen zu konnen, gewinnen wir am einfachsten durch stiickweises Aufsummieren unserer
Musterfolgen:

(R1) Die Reihe aus den Teilsummen der Folge (F1) der natiirlichen Zahlen:

Sm=1|>_mn =1,3,6,10,15,... ist klarerweise divergent.
n=1 meN

(R2) Die Reihe aus den Gliedern der alternierenden Folge (F2) hiipft immer zwischen 1

und 0 hin und her, hat also zwei Haufungspunkte und folglich keinen Grenzwert.

(R3) Auch die aus den Gliedern der harmonischen Folge (F3) aufsummierte ,harmonische

m

Reihe“, d.h. die Folge <sm = 21 %) =1, g, %, %, %,... ist divergent. Denn
n= meN

das (auch notwendige) Cauchy-Kriterium ist nicht erfiillt: Wenn wir z.B. e = + > 0

wahlen und fl'ir2n = 2m ein aus m Gliedern bestehendes Stiick der Reihe betrachten:

1 1 1
1 1 1 1 1 1
Som — Sm| = -1t 4 14 4+l -3 - 4 4+ —=1l5c=1
‘ m m’ n:gn:Jrln m—+1 m+2 2m gm om 2TTL 2 4
mSummanden

wihrend zur Konvergenz doch < e erforderlich gewesen wére.
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(R7) Deren alternierende Variante, gebildet aus der Folge (F7) unser physikalisches Bei-
co (= In2, wie wir spéter zeigen werden).

spiel von oben, konvergiert jedoch BL

n=1

Wegen dieses Unterschieds zwischen Reihen mit positiven Gliedern und alternierenden ist
es zweckmiéfig, einen neuen Begriff einzufiihren:

Eine Reihe heifit absolut konvergent, wenn bereits die Reihe der Betrige konvergiert.

m m

Reihe s, = > a, absolut konvergent <— lim ) |a,| < o

n=1 m—00 p—1

Man kann leicht verstehen, dass bei einer absolut konvergenten Reihe die Summanden
ohne Schaden fiir den Grenzwert umgeordnet werden konnen. Zwei absolut konvergente
Reihen konnen gliedweise zu einer neuen absolut konvergenten Reihe multipliziert werden.

Fiir die absolute Konvergenz haben die Mathematiker verschiedene hinreichende Kriterien,
die sogenannten Majoranten-Kriterien entwickelt, mit denen Sie sich in der Vorlesung {iber
Analysis noch ausfiihrlich beschéftigen werden:

Einschub: Majoranten: Fulls es eine konvergente Majoranten-Reihe S =

o0
lim S, = Y. M, mit positiven M,, > 0 gibt, deren Glieder jeweils grofer sind
m—0o0

n=1
o0
als die Betrige der untersuchten Reihe M, > |ay|, dann ist auch lim s, = > ay,
m—0o0 n=1

absolut konvergent, denn mit der Dreiecksungleichung folgt

m m m
lsm| =122 anl < 32 lan] < 32 My = Sp.
n=1 n=1 n=1

Als Majoranten dienen dabei sehr héufig die ,, geometrischen Reihen

(R6): >_ ¢", die aus den geometrischen Folgen (F6) (¢")nen, ¢ € R hervorgehen. Bei deren

Berechn_ung kommt uns die frither fiir ¢ # 1 hergeleitete geometrische Summe zugute:

, Zm " 1 —gmtt 1 _
11m = J]1m — o0
m—)oonzoq m—oo 1 —gq 1—gq ’

d.h. konvergent fiir |¢| < 1 und divergent fiir |¢| > 1.
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Einschub: Quotienten-Kriterium: Wir geben hier als Beispiel fiir ein Majoranten-
Kriterium nur das Quotienten-Kriterium, das man durch Vergleich mit der geo-
metrischen Reihe erhdlt:

Falls hm | L] < 1, st sy = E an absolut konvergent.
n=1

Als Beispiel beweisen wir die absolute Konvergenz der Reihe (R9) Z ng" fir

lg| <1, die man aus der fir |q| < 1 konvergenten geometrischen Reihe (R6) durch

gliedweise Multiplikation mit der divergenten Folge (F1) der natiirlichen Zahlen er-

hdlt, und berechnen dazu

(n+1)g"*
ng"™

Gn+41
an

lim

n—oo

= lim

n—oo

n+1
—\|hmT lg| < 1.

n—o0

dass das Kriterium nicht notwendig ist, sieht man an der Reihe (R8), die aus der
Aufsummation der Musterfolge (F8) hervorgeht:

Z % = %2, die absolut konvergent ist, weil alle Glieder positiv sind, bei der aber

_ns ; _
S (n+1)2 = im ey =1

(R4) Die Reihe der inversen natiirlichen Fakultéten % wollen wir genauer betrachten:

n=1
m
Wir sehen zunéchst, dass die Folge der Teilsummen (sm => %) monoton steigt:
n=1"/ meN

Sma1 — Sm = (m+—+11), > 0. Zur Berechnung der oberen Schranke B schétzen wir durch die

Majorante geometrische Summe mit ¢ = % ab:

I8m| = 1+ =4+ =+...+—




Da die monoton steigende Folge der Teilsummen s, also durch B = 2 nach oben be-
schrankt ist, garantiert uns der Satz von Bolzano und Weierstrafl die Konvergenz. Nur
den Grenzwert kennen wir noch nicht. Dieser Grenzwert ist nun tatséchlich etwas vollig
Neues, eine irrationale Zahl. Wir nennen sie = e — 1, so daf} die Zahl e nach der ergénzen-
den Konvention 0! = 1 folgendermafien durch die mit n = 0 beginnende Reihe definiert
wird:

oo
Exponential-Reihe definiert durch: e := %

n=o

Einschub: e irrational: dass diese so definierte Zahl e irrational ist, d.h. nicht

als Quotient zweier ganzen Zahlen g und h dargestellt werden kann, sehen wir in-
direkt:

Falls e = § wdre mit ganzen Zahlen g und h > 2, miifite hle = (h — 1)!g ganzzahlig
sein:
Nach Definition ist aber

e — e Se L RS R

hl Al
= <h!+h!+2!+3!+...+1>+

I 1 1 1
i <h+1 T R (h+1)(h+2)...(h+n)>'

Wihrend der erste Term ganzzahlig ist, kann dies aber fiir den zweiten nicht zutref-
fen, denn

1 1 1
T (/3R 0 ) B SR DT ANy B¢ Ay Sy

1 1 1
= 1
h+1< Thaa +(h+2)...(h+n)>’
abgeschdtzt durch die geometrische Reihe mit ¢ = %
1 1 1 1 1-(3Hn
—(1+=+... = . 2
< h+1< T3 +2n—1> hel 1- (1)

! L _ 2
h+1 1—()y h+1777

weil h > 2 sein sollte. Folglich muss e irrational sein.
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Zur Bestimmung des numerischen Wertes von e rechnen wir uns die Glieder der
Nullfolge (F4) a, = - einmal aus:

m=f=1 m=3=}=050 a=3=1=016
ay = 4 = 32 = 0,041 666, a5:%:12?_000833
[ T
aG:%:720—0001388 072?25040—0000198
a5 = g = 15555 = 0,000 024, a9 = 5 = 357555 = 0,000 002, ..
und summieren die Teilsummen: s, = > 4 =143+ 5+ 5+ ...+
n=1

s1=1, s5=1,50, s3=1,6660666 s4=1,708 333,
s5=1,716 666, sg=1,718 055, s;=1,718 253,
ss = 1,718 278, s9=1,718 281,....

Wenn wir die rasche Konvergenz betrachten, konnen wir uns leicht vorstellen, dass man
nach kurzer Rechnung fiir den Grenzwert e = 2,718 281 828 459 045... erhilt.

Einschub: Folge gegen e: Neben dieser Exponential-Reihe, die wir zur Defini-
tion von e verwendet haben, gibt es wie erwdhnt noch eine Folge, die gegen die Zahl
e konvergiert, die Exponential-Folge (F10):

(1+ %) )nEN =2, (%)2, (%)3, ..., der wir uns zum Vergleich noch kurz zuwenden

wollen:

Nach der binomischen Formel erhalten wir zundchst fir das allgemeine Glied dieser
Folge:

1., n!
an = (1+ E) - Z (n — k)kInk
=0

k=
n n(n-—1 nin—1 2 nin—1 2 n— (k-1
o4 (22') ( n3)?fl ) ( )( n)kk'( ( )
n!
n"n!
1 1y 2 1y 2 k=1
= 1+1+(;”)+(1 ”;(,1 S Gt} € 72;)' U=,
(1-2H)(1-2)...(1-24)
n!

Einerseits vergroflern wir nun diesen Ausdruck fir a,, indem wir in den Klam-
mern keine Vielfachen von % mehr abziehen:

1 1 1
an§1+1+ + +...+==1+s5s,
3! n!
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und erhalten so bis auf die Fins die entsprechende Teilsumme der Ezxponential-
Reihe s,,. Damit ist die Fxponential-Reihe eine Majorante fir die ebenfalls monoton
steigenden Ezxponential-Folge und deren Konvergenz durch die der Reihe gesichert:
Fiir den Grenzwert erhalten wir

lim a, <e.
n—oo

Andererseits verkleinern wir den obigen Ausdruck fir a,, indem wir von den
durchweg positiven Summanden nur (k + 1) Stiick mitnehmen und die letzten weg-
lassen:

1-1 a-Ha-2) 1-Ha-2)...a- &)
o1 + 30 + ...+ ol

an>1+1+

Wenn wir jetzt zundchst die grofiere der natirlichen Zahlen, n, tiber alle Grenzen
wachsen lassen, erhalten wir:

. 1 1 1
a::nlgroloanz1+1+5+§+...+H:1+3k

und nachdem auch die kleinere natirliche Zahl: k tiber alle Grenzen gewachsen ist:

a>e.

Folglich muss der Grenzwert a :== lim a, der Exponential-Folge a, gleich der durch
n—oo

die Fxponential-Reihe definierten Zahl e sein:

lim (1+4)n =% L =e

n—oo 0

Wenn Sie sich allerdings die Glieder der Folge ausrechnen und mit den Teilsum-
men der Reihe vergleichen, werden Sie feststellen, dass die Folge viel langsamer
konvergiert als die Reihe.

Damit haben wir einen ersten Uberblick {iber die Grenzprozesse gewonnen und einige fiir
die Naturwissenschaften wichtige Folgen und Reihen mit ihren Grenzwerten kennenge-
lernt, die uns im folgenden helfen werden.
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Kapitel 4

FUNKTIONEN

4.1 Funktion als Input-Output-Relation
oder Abbildung

Wir erinnern an das in Kapitel 1 besprochene empirische Verfahren der Physik und be-
trachten den einfachsten, aber hdufigen Fall: In einem Experiment werde die Abhéngig-
keit zweier physikalischer Groflen von einander untersucht: ,y als Funktion von z“ oder
y = f(z): Dabei wird die eine Groe x unabhingige Variable genannt, messbar verédndert
und die zweite Grofle y, die abhdngige Variable, jeweils gemessen. Man mag sich die Mess-
Apparatur wie im beigefiigten Bild als schwarzen Kasten vorstellen, in den die x als Input
eingegeben werden und aus dem die zugehorigen y als Output herauskommen.

— >

Bild 4.1: Funktion als schwarzer Kasten mit x als In- und y als Output

Die Physiker denken dabei z.B. an einen elektrischen Stromkreis, bei dem die angelegte
Spannung an einem Potentiometer schrittweise verdndert und mit einem Drehspulgalva-
nometer die jeweilige Stromstérke gemessen wird, um die Kennlinie zu erforschen. Aber
auch der zeitliche Verlauf des Ausschlags eines Pendels oder die radioaktiv zerfallende
Stoffmenge als Funktion der Zerfallszeit sind weitere aus der Vielzahl von physikalischen
Beispielen.

37



Das Resultat einer solchen Messreihe ist zunéchst eine Wertetabelle (x,y). Die Daten kon-
nen auch in einer graphischen Darstellung veranschaulicht werden, wie unten im Bild an
Beispielen gezeigt. Die Veranschaulichung der Funktionen als Schaubild, von uns meist
Graph genannt, durch Eintragen der Wertetabelle in ein ebenes kartesisches (d.h. recht-
winkliges) Koordinatensystem mit der Abszisse x auf der 1-Achse und der Ordinate y auf
der 2-Achse ist fiir die Physiker selbstversténdlich.

In den folgenden Abbildungen finden Sie Beispiele fiir Wertetabellen, graphische Darstel-
lungen und interpolierende Funktionen fiir eine schwingende Spiralfeder:

G|t .
0,42 [ 2 4 6 X/ I

1,5 | —0,55 : A em

2 —0,82

2.5 | —1,03 “

3 | —-1,25

3,5 | —1,45

4 | —1,65 F=-Dx

4,5 | —1,80 2

5 —1,95 _

55| —2,20 {Hh

6 | —2,35

6,6 | —2,60 e

Bild 4.2 a: Riicktreibende Kraft F' der Feder gemessen in mN in Abhéngigkeit von der
Auslenkung in cm.

E/
E
% g /mlJ
0,6 s ,
1,5 1,0 E=FEx
2,5 | 2,8 s
2,91 3,9
3,1 4,8 2
3,5 16,1 x/
A Cm
’ 3 i 3

Bild 4.2 b: In der Feder gespeicherte potentielle Energie ' gemessen in mJ in Abhéngigkeit
von der Auslenkung z in cm.
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t T
0,3 3,5
0,5 2,8
0,7 1,2
1,1 -1,8
1,71 =3,2
2,4 | —0,8
2,6 1,5
3,2 2,4
3,6 1,4
4,3 | —1,1
4,8 | —1,8

a4 x= X, cosamt

wf L

Bild 4.2 ¢: Auslenkung der Spiralfeder = gemessen in cm in Abhéngigkeit von der Zeit t

in s.

M T
g9 | S
2,5 0,75
10 | 1,63
14 [1,91
20 | 2,23
25 | 2,46

%

Bild 4.2 d: Schwingungsdauer der Spiralfeder 7" in s als Funktion der Masse M in g bei
unverinderter Federkonstante D = 4 - 102 %

)
L

1,75

oo| | ot| | o B
\‘l\D
[a—
=

—
o
—_
(@)
Nej

)

%m'i
T30

10 20

Bild 4.2 e: Schwingungsdauer 7" der Spiralfeder in s als Funktion der Federkonstante D
gemessen in Nm ™! bei unverinderter Masse M = 10 g.
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Wenn man sich iiber die unvermeidlichen Messfehler Rechenschaft gegeben hat, kann
man daran gehen, die Messwerte durch eine Kurve zu verbinden bzw. eine mathematische
Rechenvorschrift, d.h. Funktion zu suchen, die die Abhéingigkeit der beiden Grofien
beschreibt. Gelingt es, eine solche Funktion zu finden, hat das viele Vorteile: Eine mathe-
matische Formel ist meist kurz und iibersichtlich; sie kann viel leichter als umfangreiche
Wertetabellen gestapelt, weiterverarbeitet und anderen Interessenten mitgeteilt werden.
Mit ihrer Hilfe kann auch genauer zwischen den Messwerten interpoliert und iiber den
untersuchten Bereich hinaus extrapoliert werden, was wieder neue Experimente anregt.
Endlich ist sie der erste Schritt zu einer Theorie und damit zum Versténdnis des Experi-
ments.

Einschub: Historie: T. Brahe hatte z.B. in seinem Observatorium die Position
des Mars zu verschiedenen Zeiten gemessen. Aus dieser Wertetabelle fand J. Kepler
als interpolierende Funktion die Ellipse als Bahnkurve. Dieses Ergebnis ging u.a. in
die Aufstellung der Newtonschen Gleichungen ein.

Wir miissen uns also aus physikalischen Griinden mit Funktionen befassen, und zwar
zunachst mit reellen Funktionen einer reellen Variablen.

Mathematisch kann eine Funktion y = f(z) betrachtet werden als eindeutige Abbildung
x — f(x) eines Punktes = aus einem Bereich Dy, dem , Definitionsbereich® von f, der
unabhéngigen Variablen z (auch Abszisse oder Argument genannt) auf einen Punkt f(x)
aus dem Bereich Wy, dem ,, Wertevorrat* von f, der abhéingigen Variablen y (auch Ordinate
oder Funktionswert genannt).

Wihrend die Angabe des Definitionsbereichs neben der Abbildungsvorschrift fiir eine
Funktion unbedingt erforderlich ist und oft iiber die Eigenschaften der Funktion entschei-
det, ist die genaue Angabe des Wertevorrats Wy := {f(z)|x € D;} meist von geringerer
Wichtigkeit und erfordert manchmal einige Miihe.
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Bild 4.3: Funktion f als Abbildung des Definitionsbereichs D in den Wertevorrat Wy
(mit mehreren Pfeilen, darunter zwei, die von zwei verschiedenen Urbildpunkten zu einem
Bildpunkt fiihren!)

Die Urbildmenge Dy ist meist ebenso wie die Bildmenge W} ein Stiick der reellen Zah-
lengeraden R!. Die ausdriicklich in die Definition der reellen Funktionen mit einbezogene
Eindeutigkeit bedeutet, dass es zu jedem z ein und nur ein y = f(z) gibt. Es ist aller-
dings ohne weiteres moglich, dass zwei verschiedene Urbildpunkte in ein und denselben
Bildpunkt abgebildet werden. In mathematischer Kurzschrift zusammengefafit:

y = f(z) Funktion: Vx € D; CR! 3y = f(z):y € W; CR!

Das Rechnen mit reellen Funktionen einer reellen Variablen erfolgt nach den Re-
geln des Korpers R mit den beiden Kommutativen und Assoziativen Gesetzen sowie dem
verbindenden Distributivgesetz, die wir im Kapitel 2 bei den Zahlen zusammengestellt ha-
ben: Z.B. ergibt die Summe bzw. Differenz zweier reeller Funktionen f;(z)+ fo(z) = (f1 £
fa)(x) =: g(x) eine neue reelle Funktion, das reelle Vielfache r - f(z) = (r - f)(z) =: g(x)
mit 7 € R ebenfalls und analog das Produkt fi(z) - fo(z) = (f1 - f2)(z) =: g(x) oder, falls

fa(z) # 0 im Definitionsbereich, auch der Quotient gg; = %(w) =: g(x).

4.2 Funktionen-Grundausstattung

Es ist erstaunlich, dass man im physikalischen Alltag mit einer Grundausstattung aus
wenigen Funktionen auskommt, die [hnen zudem meist noch aus der Schule bekannt sind.
Wir fithren diese Grundfunktionen hier als Beispiele ein, besprechen dann einige ihrer
Eigenschaften und werden immer wieder auf sie zuriickkommen.

4.2.1 Rationale Funktionen

Wir beginnen mit der konstanten Funktion y = ¢, unabhéngig von x. Danach kommen
wir zu den linearen Funktionen y = s - x 4+ ¢ mit dem Graph einer Geraden der Steigung
s und dem Ordinatenabschnitt c¢. Es folgt die Normal-Parabel y = x? und die hoheren
Potenzen y = 2" mit n € N. Auch die Normal-Hyperbel y = % =z lund y = :%2 sind

Ihnen sicher schon begegnet.

Gerade und Parabel sind z.B. iiber der ganzen reellen Gerade definiert: D; = R. Bei der
Hyperbel muf der Nullpunkt ausgenommen werden: Dy = R\{0}. Auch beim Wertevorrat
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der Hyperbel fehlt der Nullpunkt: W; = R\ {0}. Bei der Parabel ist der Wertevorrat nur
die positive Halbgerade einschliellich der Null: y > 0. Das folgende Bild zeigt die Graphen
dieser einfachen Beispiele:

NE

|

Bild 4.4: Graphen einfacher Funktionen

Nach den Rechenregeln des Kérpers der reellen Zahlen R erhalten wir aus der Geraden
und der Normal-Parabel y = 22 alle Funktionen zweiten Grades y = az? + bx + ¢ sowie
weiter alle Polynomfunktionen hoheren, z.B. m—ten Grades

y=P,(x) =ay+ax+ax’+ ...+ apz™ = Zakxk.
k=0

Auch die allgemeine rationale Funktion
_ Pa(x)
Qn(2)

mit einem Polynom m—ten Grades P,,(z) im Zihler und einem Polynom n—ten Grades

Q@ (z) im Nenner sind Thnen schon begegnet, z.B. y = x++1’ die Lorentz-Verteilung, die

y(x) = R(x)
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unter anderem die Linienbreite einer Spektrallinie beschreibt, mit D =R und 0 < y < 1

oder y = z; fll. Diese rationalen Funktionen sind fiir alle x definiert aufler fiir solche Werte

T, fiir die der Nenner verschwindet: @, (x,,) = 0.

Aufgabe 4.1 Graphen, Definitionsbereiche und Wertevorriite

Geben Sie die Graphen und maximalen Definitionsbereiche der folgenden Funktionen an
und wenn madglich auch die Wertevorrdte:

a) f(r) = =2 —2; b) flx) =2-22% ¢ f(z) =222 -3; d) f(z)=32°—3;
e) fz)=a* =4 [) fx) =5 9 f(w)z?_‘f; h) f(z) = 5
i) f(z) = o2 J) o) = 555 k) fla) =55

4.2.2 Trigonometrische Funktionen

Eine weitere Gruppe von fundamentalen Funktionen aller Naturwissenschaften kennen
Sie ebenfalls von der Schule: die trigonometrischen Funktionen. Sie spielen bei allen
periodischen Prozessen, sei es im Raum oder in der Zeit, eine zentrale Rolle, z.B. bei der
Bewegung eines Pendels, bei der Beschreibung von Licht- und Schallwellen und auch bei
den Schwingungen einer Saite. Betrachten Sie folgendes Bild einer um ihren Mittelpunkt
drehbaren Einheitskreisscheibe mit einer Tintenpatrone am Ende des roten Radius auf
ihrem Rand und ziehen Sie mit der Maus die Scheibe nach rechts iiber das Papier:

Kreisscheibe mit Tintenpatrone auf dem Umfang, die sich drehend
Hier fehlt Bild 4.5  interaktiv iber ein Papier gezogen werden kann und dabei y = sin x
auf das Papier zeichnet.

Dabei malt uns die Patrone y = sin x den ,,Sinus“ als Funktion des Winkels = auf das Blatt,
die ,Lange der Gegenkathete* des Winkels = im eingezeichneten rechtwinkligen Dreieck
mit dem Radius der Lange 1 als Hypothenuse oder anders ausgedriickt: die Projektion
des umlaufenden Zeigers auf die 2-Achse.

Offensichtlich ergibt diese Konstruktionsvorschrift eine periodische Funktion, d.h. in
Absténden der unabhéngigen Variablen von 27 nimmt die abhéngige Variable den gleichen
Wert an: sin(z + 27) = sin z, allgemein:

y = f(z) periodisch mit 2m:  f(z + 27) = f(2)
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Aus der Sinus-Funktion kann man durch einfache Operationen andere trigonometrische
Funktionen bilden, die wegen ihrer Wichtigkeit eigene Namen bekommen haben:

Die ,,Cosinus-Funktion® y = cosx erhalten wir analog wie die Sinus-Funktion als ,,Lén-
ge der Ankathete “ des Winkels z im eingezeichneten rechtwinkligen Dreieck oder als
Projektion des umlaufenden Zeigers auf die 1-Achse. Der fundamentale Zusammenhang

cos?zr +sin’z =1

folgt mit dem Satz des Pythagoras unmittelbar aus dem im Bild markierten Dreieck.
Die Tintenpatrone hétte uns offensichtlich sofort den Cosinus gemalt, wenn wir mit dem
Winkel 7 statt 0 begonnen hétten:

cosz = sin(z + §).

Die Cosinusfunktion ist also eine um die ,,Phase* 7 nach links verschobene Sinusfunktion.

Auch der Cosinus ist periodisch mit der Periode 27 : cos(z + 27) = cos .

1| y=cosx

. ! * ! * ! * X
/—1 1 2 3 4 5 6

Bild 4.6: Graph des Cosinus

Aus Sinus und Cosinus erhélt man durch Division zwei weitere wichtige trigonometrische
Funktionen: den

sinx

Tangens: y = tanz = ===
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und den

cosx 1

sinx tanz”

Cotangens: y = cotx =

Einschub: Bezeichnungen: In der deutschen Literatur findet man auch oft
tg x statt tanx bzw. ctg = statt cot x.

y=cotx

\

y=tanx

\ \ \

Bild 4.7: Tangens und Cotangens

Tangens und Cotangens sind periodisch mit der Periode 7 : tan(z + 7) = tan .

Wir werden im Kapitel 6 lernen, wie man den Funktionswert auch der trigonometrischen
Funktionen z.B. von y = sinx zu jedem Wert der Variablen x durch elementare Rechen-
operationen wie Addition und Multiplikation berechnen kann.

Ganz wichtig sind neben der Pythagoras-Relation cos? x + sin?z = 1 die

Trigonometrischen Additionstheoreme:

cos(a£b) =
sin(a+b) =

cosacosb F sinasinb

sinacosb + cosasinbd
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die wir Thnen erfahrungsgeméfl in Erinnerung rufen miissen und zum Auswendiglernen
empfehlen. Wir werden sie im Kapitel 8 auf sehr viel elegantere Weise als in der Schule
herleiten.

Aufgabe 4.2 Trigonometrische Funktionen:

Skizzieren Sie die Graphen und Definitionsbereiche von folgenden Funktionen und aufler
beim letzten Beispiel auch die Wertevorrite:

a)y=1+sinz, b)y=sinz+cosx, c¢)y=sinx—cosz, d)y=uz+sinz,
¢)y=axsinz, fly=-—, g)y=- und h)y==2

4.2.3 Exponentialfunktionen

Beim Potenzieren b™ haben wir zunédchst nur natirliche Zahlen n € N als Exponenten
eingefiihrt, die angeben, wie oft eine reelle Basiszahl b als Faktor vorkommt:

b":=b-b-b-...-bbein Faktoren b

und die Rechenregeln

by = bt sowie (b™)™ = ™™ fir n,m € N

erhalten.

Dann haben wir negative Exponenten durch die Definition b=" := bin hinzugenommen und

durch die Konvention b° := 1 die Zahlenmenge der Exponenten auf die ganzen Zahlen
n € Z erweitert.

Zur Klasse der Exponentialfunktionen kommt man, indem man statt der ganzen Zahlen
n (wie bei den Basiszahlen b) reelle Zahlen x als Exponenten zuldfit: y = b* mit z,b €
R und sich auf positive Basiszahlen b beschréankt, ohne dabei die Rechenregeln fiir die
Potenzen zu éndern, d.h. mit folgenden

Multiplikationstheoremen fiir Exponentialfunktionen:

b =070, (V7)Y = 0" mit x,y,b € R, >0

Von zentraler Wichtigkeit fiir alle Naturwissenschaften ist dabei die natiirliche Expo-
nentialfunktion mit der Zahl e als Basis

xT

y=e" =expux,
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deren Graph mit seinem charakteristischen rasanten Anwachsen in folgendem Bild direkt
gemessen werden kann:

Exponentialfunktion, bei der das Anwachsen der vorhandenen Teil-

Hier fehlt Bild 4.8 chenzahl z.B. der Zahl der teilungsfihigen Zellen proportional ist.

Fiir die Physiker ist auch die inverse Funktion y = eim = e~ von grofler Bedeutung fiir alle
Déampfungs- und Zerfallsprozesse. Auch sie ist der Messung direkt zugénglich, z.B. beim
radioaktiven Zerfall, bei dem die jeweils noch vorhandene Menge den Zerfall bestimmt:
N(t) = N(0)e~7, wobei N(t) die Zahl der Kerne zur Zeit ¢ ist und T' die Abklingzeit:

-1 1 2 3

Bild 4.9: Inverse Exponentialfunktion, z.B. beim radioaktiven Zerfall

Auch fiir die Exponentialfunktionen werden wir im Kapitel 6 eine Methode kennenlernen,
die es uns ermoglicht, den Funktionswert y = e* zu jedem Wert der Variablen x durch
elementare Rechenoperationen wie Addition und Multiplikation bis zu jeder gewiinschten
Genauigkeit auszurechnen.

Folgende Kombinationen der beiden natiirlichen Exponentialfunktionen haben ihrer Wich-
tigkeit wegen besondere Namen erhalten, die wir erst spéter richtig verstehen werden: Der

Cosinus hyperbolicus: y = coshz = € 1€

auch Kettenlinie genannt, weil eine Kette im Schwerefeld der Erde nach diesem Funkti-
onsverlauf zwischen ihren Aufhidngepunkten durchhéngt, und der
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Sinus hyperbolicus:

y = sinhx :=

—T

e’ —e

S

mit der leicht verifizierbaren Relation

cosh? z — sinh?z = 1.

Dazu kommt analog den trigonometrischen Funktionen noch der Quotient der beiden, der

S _ . sinhx _ e —e "
Tangens hyperbolicus: y = tanhz := coshz — @ - e @
und der
. . 1 _e"te”
Cotangens hyperbolicus: y = cothz := Tanhz — o — e

Das folgende Bild zeigt die Graphen dieser Funktionen, die unter der Bezeichnung hy-

perbolische Funktionen zusammengefafit werden.
y=coshx 4 |y=cothx y=sinhx
\ K
|
o
!
\ o\
2|
\
L B
* * * * X
-4 -2 2 4
— ——— et :—:/ F=1
\
Volo
\
\
‘ b
L -3
}
|
-4

Bild 4.10: Hyperbolische Funktionen
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Einschub: Bezeichnung: Die Bezeichnung der Hyperbel-Funktionen ist in der
Literatur nicht einheitlich: Es gibt auch die Kurzformen: ch x = coshzx, sh x =
sinhz und th x = tanh z.

Einschub: Hyperbolisch: Der Name ,hyperbolisch“ kommt von der Identitdt
cosh? z —sinh? z = 1, die mit x = cosh z und y = sinh z in einem kartesichen x — y-
Koordinatensystem eine Parameterdarstellung x> — y*> = 1 einer Einheitshyperbel
darstellt, die die Winkelhalbierenden als Asymptoten hat und bei x = +1 die Abszisse
schneidet: Analog wie am Einheitskreis sind dann beim Zeichnen des rechten Astes
der Hyperbel coshxz die Projektion des Fahrpunktes auf die 1-Achse und sinhx die
Projektion auf die 2-Achse, wie man aus dem folgenden Bild ersehen kann.

p—
COSH X COS X
> E
=
X c X E
F=2 [ @ FP2 [ 1™
M1 = !
= £
E n
S|

Bild 4.11: Rechter Ast der Einheitshyperbel mit cosh x und sinh x

Aufgabe 4.3 Exponentialfunktionen:

Skizzieren Sie die Graphen folgender Funktionen fir x > 0: a) y =1 — e ", die 2.B. die
Spannung beim Aufladen eines Kondensators beschreibt,

b)y=x+e",

c) die einfache Poisson-Verteilung y = xe™® fiir villig voneinander unabhingige statisti-
sche Ereignisse,

d) die quadratische Poisson-Verteilung y = x
e)y=sinz + e,

f) eine geddmpfte Schwingung y = e *sinx,

2 —x

677
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g) das Reziproke der Kettenlinie y = ﬁ und

h) die Bose-Finstein-Verteilungsfunktion der Quantenstatistik y = ﬁ oder

i) die entsprechende Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion fir Teilchen mit halbzahligem Spin
wie z.B. die Leitungselektronen y = =,

j) die Plancksche Strahlungsformel fir die spektrale Intensitdtsverteilung der Frequenzen
eines Hohlraumstrahlers y = %

Online konnen Sie Ihre Skizzen mit dem Funktionenschaufenster oder z.B. graph.tk oder

www.wolframalpha.com kontrollieren.

4.2.4 Funktionen mit Ecken und Spriingen

Aufler diesen Beispielfunktionen beniitzen die Physiker hédufig noch einige Funktionen,
deren Graphen Ecken (oder Knicke) bzw. Springe (oder Treppen) aufweisen. Unter diesen
sind uns zwei besonders wichtig:

Die eine ist die
z fir >0

Betragsfunktion: y = |z| := { v fiir 2 <0

Sie ist iiber der ganzen Zahlengeraden definiert, wie bei der Normalparabel umfafit ihr
Wertebereich aber nur die nichtnegative Halbgerade: y > 0. Das néchste Bild zeigt ihren
Graph mit der ,,Ecke* bei z = 0.

- y=IM

-4 -2 2 4
Bild 4.12: Graph der Betragsfunktion
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Aufgabe 4.4 Betragsfunktionen:

Skizzieren Sie die Graphen und Wertevorrdte folgender Funktionen:
a)y=1—1%|, b)y=z+|z, c)y= ﬁ und d) y = |x|cosx.

Die andere ist eine Funktion, die Thnen vermutlich bisher noch nicht begegnet ist: die
Heavisidesche Stufenfunktion y = 6(z), definiert durch

Heavisidesche Stufenfunktion

f(z) = 1 fir x>0,

f(z) == 0 fir <0 und
1

0 = -

0 =

05

Bild 4.13: Heaviside-Funktion 6(z) : ,treppauf bei 0%.

Man kann sich leicht vorstellen, dass die Heaviside-Funktion in der Physik unter ande-

rem bei Ein- und Ausschaltvorgidngen oder zur Beschreibung von Stufen und Schwellen
gebraucht wird.

Einschub: Distributionen: Vom Standpunkt der Mathematik gesehen, ist die
Stufenfunktion das Musterbeispiel fiir eine unstetige Funktion. Als solche bietet
sie einen FEinstieg in die verallgemeinerten Funktionen, Distributionen genannt,

deren wichtigstes in der Physik gebrauchtes Beispiel die sogenannte Diracsche 6-
Distribution darstellt.
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Das Rechnen mit der #-Funktion erfordert etwas Ubung, die wir uns im folgenden ver-
schaffen wollen:
Wir stellen zunéchst fest, dass

O(az) = 0(x),

falls das Argument mit einer positiven reellen Zahl a > 0 multipliziert wird. Dann be-
trachten wir

O(—z)=1—-6(x).

05

Bild 4.14: Graph von #(—x): ,treppab bei 0“.

Um uns ein Bild von 6(z + a) zu machen, iiberlegen wir, dass die Funktion verschwindet,
wo das Argument x+a < 0, also © < —a ist, d.h. der Graph ist ,treppauf bei —a“. Analog
bedeutet §(z — a) ,treppauf bei +a“ und 0(a — x) ,treppab bei +a.

Interessant sind noch die Produkte von zwei Stufenfunktionen: z.B. 6(z)0(x + a) = 0(x).
Bei gleichem Vorzeichen der Variablen setzt sich das kleinere Argument durch. Bei ver-
schiedenen Vorzeichen der Variablen im Argument erhalten wir entweder identisch 0, wie
bei §(z)0(—x—a) oder eine Schwelle wie bei 0(x)8(—z+a) = 0(x) —0(x—a) mit folgendem
Graph: ,treppauf bei 0 und treppab bei +a':

y =0(x) 8(-x+a)

a
Bild 4.15: Graph des Produkts 6(z)0(—z + a)
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Aufgabe 4.5 Heaviside-Funktion:

a) Skizzieren Sie 0(—x — a),

b) Skizzieren Sie 0(x)0(x — a),0(—x)0(—z + a) und O(—x)0(—z — a),

c¢) Veranschaulichen Sie sich 0(—x)8(z + a) = 0(z + a) — 0(z),0(—x)8(x — a)
und 0(z + a)f(a —x) = 0(x 4+ a) — 0(z — a),

d) Zeichnen Sie den Graph von 6(x)e™™,

e) Skizzieren sie die Dreiecksfunktion (1 — |2))(z + a)f(a — ).

Einschub: ,,0-Funktion*“: Die Funktionenschar 6,(z) = W mit dem
Scharparameter a, der ,symmetrische Kasten® der Breite 2a und Hohe i also Fld-
che 1, ist eine der vielen Funktionenscharen, die im Grenzwert a — 0 auf die be-
rihmte (oft auch lissig ,0-Funktion® genannte) Diracsche 0-Distribution fihren, die

wir hier aber nicht weiter behandeln werden, da sie keine Funktion mehr bildet.

4.3 Verkettete Funktionen

Neben den Moglichkeiten, die der Korper der reellen Zahlen mit Addition, Subtraktion,
Multiplikation und Division bietet, um aus den Funktionen unserer Grundausstattung
neue Funktionen zu bilden, gibt es dazu auch eine wichtige neue Operation, ndmlich die
Moglichkeit der verketteten oder mittelbaren Funktionen, auch Schachtelfunktionen
genannt. Sie besteht darin, dass man ,eine Funktion in eine andere Funktion einsetzt“:
Falls z.B. der Wertevorrat W, einer (,inneren) Funktion y = g(x) im Definitionsbereich
Dy einer anderen (,dufleren) Funktion y = f(z) liegt: W, C Dy, erhalten wir mit y =
f(g(z)), wobei x € D,, eine neue funktionale Abhéngigkeit, die manchmal auch mit y =
(f o g)(x) bezeichnet wird. Da wir die Bezeichnungen fiir die unabhéngige und abhéngige
Varable frei wihlen kénnen, wird der Schachtelvorgang besonders klar, wenn wir schreiben

y = f(z) mit z = g(z). Das ergibt y = f(g(z)):

—l—:—

Bild 4.16: Schema der verketteten Funktion: y = f(g(x))
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Einfache Beispiele sind etwa: z = g(z) = 1+ 2? mit W, : z > 1 als innere Funktion
und y = f(z) = 2 mit D; = R\ {0} als duBere, was die Lorentz-Verteilungsfunktion als
Schachtelfunktion y = H% ergibt,

oder z = sinz mit W, : —1 < z < 1 eingesetzt in y = |z| mit D; = R ergibt y = |sinz|
zur Beschreibung von gleichgerichtetem Wechselstrom,

oder auch z = —|2z| mit W, = R eingesetzt in y = e* ergibt y = exp(—|2z|), eine
exponentielle Spitze.

Auch die GauBische Glockenkurve y = exp(—2?), entstanden aus z = —z? mit W, : z > 0
und y = €* ist eine interessante verkettete Funktion, die in allen Naturwissenschaften
héufig gebraucht wird.

Aufgabe 4.6 Verkettete Funktionen:

Skizzieren Sie die Graphen der obigen Beispielfunktionen und untersuchen und skizzieren
Sie folgende Schachtel-Funktionen:

a) y = sin 2z,

b) y = sinz + sin 2z + sin 4z,

¢) y = cos®x — sin’r,

4) y = sin(z?),

e) y=sin (1),

fly= (“%)2, die z.B. die Lichtintensitdt nach einer Beugung beschreibt,

g) y = tan 2z,

h) die klassische Mazwell-Boltzmannsche Geschwindigkeitsverteilung fir die zusammen-
stofienden Molekiile eines idealen Gases y = z2e

i) die Bose-Finstein-Verteilung der Geschwindigkeiten eines Gases nach der Quantensta-
tistik y = ez’ﬁ—z_l,

j) die Fermi-Dirac-Verteilung fir die Geschwindigkeiten im Elektronengas y = % mit
der temperaturabhdngigen Konstante a,
k) die Plancksche Strahlungsformel fiir die spektrale Intensitdtsverteilung der Wellenlin-

gen eines Hohlraumstrahlers y = —

) LUS[E%—I];
Z) Yy = esmx}
m)y=1—|2z| und
n)y =g

Online kénnen Sie Ihre Skizzen mit dem Funktionenschaufenster oder
2.B. graph.tk oder www.wolframalpha.com kontrollieren.
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Funktionenschaufenster: Dieses Fenster zeigt [hnen in einem karte-
sichen Koodinatensystem die Graphen aller Funktionen, die Sie aus
unserer Funktionen-Grundausstattung als Linearkombinationen,
Produkte oder Schachtelfunktionen aufbauen koénnen:

Sie tippen in das Feld rechts oben die interessierende Funktion ein,
indem Sie x als Symbol fiir die unabhéngige Variable verwenden
und die Funktionen computergerecht schreiben mit einer reellen
Zahl r € R:

Die Zahl pi :=7m kennt der Plotter, aber die Eulerzahl e ist ihm
unbekannt.

Addition, Subtraktion und Division wie gewohnt: x +r, z —r, z/r
Multiplikation mit einem Stern statt Punkt: r*z :=1r - x,
Potenzieren mit dem Dach: z*r := 2" und "z := r®,
Quadratwurzelziehen mit sqrt(x) :=+/z, sonstige Wurzeln miissen
sie als gebrochene Exponenten eingeben,

trigonometrische ~ Funktionen mit Klammern: sin(z)  :=
sinx, cos(z) := cosx, tan(z) := tanz,

Exponentialfunktion mit exp(x) := e”, denn e kennt er nicht,
Hyperbelfunktionen ebenfalls mit Klammern: sinh(z) =
sinh z, cosh(x) := cosh x, tanh(z) := tanh .

Er kennt nur die drei géngigen Logarithmen: In(x) := log,z,
Id(z) := log,x und lg(z) := log,, z. Die Betragsfunktion und die
Heaviside-Funktion konnen Sie sich selbst durch Intervallteilung
synthetisieren. Nur runde Klammern sind zugelassen.

Den Maflstab kénnen Sie in den beiden Richtungen unabhéngig
innerhalb weiter Grenzen durch Anklicken der Lupenzeichen
verdindern. Wenn Sie mit den Vorbereitungen fertig sind, starten
Sie die Zeichnung mit der Return-Taste.

Hier fehlt Bild 4.17

Spielen Sie mit dem Funktionenschaufenster. Viel Vergniigen!

Wenn Sie am Ende Threr Wiinsche und Fantasie angelangt sind, schlagen wir vor, den
Aufbau von interessanten Funktionen-Reihen zu studieren: z.B.

a) im Intervall [-0.99,0.99]: zunéchst 1, dann 1+ 2z, dann 1+ 2 4+ 2”2, dazu 42”3, +z"4,
usw. und immer vergleichen mit ﬁ,

b) im Intervall [-0.1,0.1]: 1 — 2"2/2 + 24/2*3*4 — 276 /2*3*4*5*6* 4+ —... usw.,

zu vergleichen mit cos(x),

c¢) im Intervall [-pi,3*pi]: sin(x) — sin(2*x)/2 + sin(3*z)/3 — sin(4*z) /4 + — ... usw.

Was kommt dabei heraus?

d) im Intervall [-pi,3*pi|: sin(z) + sin(3*x)/3 + sin(5*z) /5 + sin(7*x) /7 + ... usw.

Wozu brauchen Physiker das?
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4.4 Spiegelsymmetrie

Einige Eigenschaften von Funktionen lohnt es sich besonders zu betrachten:

Symmetrieeigenschaften spielen in allen Naturwissenschaften ein grofie Rolle: denken
Sie z.B. nur an die Kristalle. Ein symmetrisches Problem hat meist auch eine symmetri-
sche Losung, das spart haufig Arbeit. Es gibt viele Arten von Symmetrien. Eine davon,
die Spiegelsymmetrie, wollen wir hier herausgreifen. Wir untersuchen deshalb in diesem
Abschnitt das Verhalten der Funktionen y = f(x) bzw. ihrer Graphen bei Spiegelung
zunéchst an der 2-Achse, d.h. der Geraden z = 0, wenn = in —x iibergeht.

Dann geht y = f(z) iiber in f(—=z). Im allgemeinen besteht kein einfacher Zusammen-
hang zwischen f(z) und f(—z) bei gegebenem z. Nehmen Sie etwa f(z) = x + 1 fir
r =3: f(3) =4, wihrend f(—3) = —2. Es gibt jedoch Funktionen, mit einem einfachen
Zusammenhang zwischen den Funktionswerten vor und nach der Spiegelung. Diese Funk-
tionen sind fiir die Physiker und Mathematiker besonders interessant und haben spezielle
Bezeichnungen:

Eine gegen Spiegelung an der 2-Achse symmetrische Funktion heifit gerade:

y = [f(z) gerade <= f(-z) = f(z).

Z.B sind y = 2%, y = cosx und y = |z| gerade Funktionen, ihr Graph geht bei der
Spiegelung an der y-Achse in sich iiber. Der Name rithrt daher, dass alle Potenzen mit
geradzahligen Exponenten gerade Funktionen sind.

Dagegen heifit eine Funktion ungerade, wenn sie antisymmetrisch gegen eine Spiegelung
an der 2-Achse ist, also in ihr Negatives {ibergeht oder - dquivalent dazu - wenn ihr Graph
bei der Punktspiegelung am Ursprung in sich iibergeht:

y = f(x) ungerade <= f(—z) = —f(x),

z.B.y= %, y = 23 oder y = sinx.

Die Geradenfunktion y = s-x+c ist fiir ¢ # 0 weder gerade noch ungerade. Jede Funktion
148t sich jedoch zerlegen in einen geraden und einen ungeraden Anteil:

fla) = f(x)+2f(—x) + f(x)—zf(—x) = fi(x) + f_(2) mit dem
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geraden Anteil: f,(z) = MM = fi(—x)

bzw. dem

ungeraden Anteil: f_(z) = fla) = flzz) _ —f-(—x).

Z.B. ist ¢ der gerade Anteil der Geradenfunktion y = s -z 4 ¢ und s - x der ungerade.

Aufgabe 4.7 Symmetrie-Eigenschaften von Funktionen:

1) Untersuchen Sie folgende Funktionen auf Spiegelsymmetrie:
a)y=a*, bly=2° c¢)y=""L d)y=tanz, e)y=cotz,
f)y=sinhx, ¢)y=coshx und h)y=—|x|.

2) Bestimmen sie den geraden und ungeraden Anteil von z.B.

a) f(x) =x(x+1), b) f(x)=zsinz+cosz, c)y=e* undd)y=_0(x).

4.5 Beschranktheit

Als néchstes iibertragen wir die uns von den Folgen her bekannte Beschrianktheit auf die
Funktionen. Eine Funktion heifit nach oben beschrinkt in einem Intervall [a, b], wenn es

eine obere Schranke fiir die Funktionswerte in diesem Intervall gibt:

y = f(z) nach oben beschrinkt in [a,b] <= 3IB: B > f(z) Vz € [a,b],

Nach unten beschrinkt wird wieder ganz analog mit der unteren Schranke A < f(z)

definiert.

Z.B. sind die Normal-Parabel y = 2% und die Betragsfunktion y = |z| durch A = 0 nach
unten beschréankt und die Stufenfunktion 6(z) ist durch B = 1 nach oben und durch

A = 0 nach unten beschrankt.

Aufgabe 4.8 Beschrinktheit:

Untersuchen Sie folgende Funktionen in ihrem Definitionsbereich auf Beschrdnktheit:
a)y=2—-22% b)y=a>-2r—-3, ¢)y=2=23d)y=sinz+cosz,
e)y=zxsinz, fly=1—e*, gly=x+e ™ h)y=axe ™,

i)y =% jly=eTsinex und k)y=

N
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4.6 Monotonie

Auch die Monotonie iibertragen wir von den Folgen auf die Funktionen, denn die Folgen
kénnen als spezielle Funktionen iiber dem Definitionsbereich N aufgefafit werden:

Eine Funktion heifit monoton steigend in einem Intervall [a, b], wenn mit wachsendem
Argument auch die Funktionswerte im Intervall [a, b] wachsen:

y = f(r) monoton steigend in [a, b]
= 11,29 € [a,b] € Dy : 1 <y = f(x1) < f(22)

z.B. ist y = sz + ¢ fiir s > 0 monoton steigend.

Ganz analog wird monoton fallend mit f(zy) > f(x2) definiert, z.B. ist y = 2 in ihrem
Definitionsbereich Dy monoton fallend.

Falls sogar f(x1) < f(wz9) fur alle 1,29 € D mit x; < zy gilt, spricht man wie bei den
Folgen von streng monoton steigend. In beiden obigen Beispielen ist die Monotonie streng.

Aufgabe 4.9 Monotone Funktionen:

Untersuchen Sie folgende Funktionen auf Monotonie:

a,)y:xQ) b)yzzg_s_?); C)yZQf:l?);
d)y=sinz in[-%, %], e)y=tanz in[-3, %],

x

f)y=cosz in[0,7], gly=1—e"", h)y=sinhz,
i)y=coshz und j)y=~0(x).

4.7 Eineindeutigkeit

Wie wir bei der Einfithrung des Funktionsbegriffs besonders erwédhnt hatten, enthélt die
Definition zwar die Eindeutigkeit der Abbildung, d.h. zu jedem Urbildpunkt z existiert
genau ein Bildpunkt y = f(z), aber es ist immer noch mdoglich, dass zwei verschiedene
Argumente denselben Funktionswert als Bildpunkt haben, d.h. f(z1) = f(x9) fiir 21 # xo.
Funktionen, bei denen das nicht mehr vorkommen kann, haben einen besonderen Namen:
Man nennt eine Funktion eineindeutig (auch umkehrbar eindeutig oder bijektiv) in einem
Intervall [a, b], wenn auch jeder Funktionswert y aus dem entsprechenden Wertevorrat nur
bei genau einem Argument auftritt:

y = f(z) eineindeutig in [a,b]: <= Vy € W; 3z € [a,b]: y = f(2)
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y=X
B /
7 4
] y-3x+3
4/
2
o X
3 " _2 -1 1 2 3

Bild 4.18: Graph einer Geraden und der Normalparabel

Das Bild zeigt als Beispiel fiir eine eineindeutige Funktion eine Gerade y = sx + ¢, speziell
Yy = %x + 3, bei der z.B. dem Variablenwert x = 3 genau der Funktionswert y = 7 ent-
spricht, und als Gegenbeispiel die Normalparabel y = 22, bei der man den Funktionswert
y =4 aus r = 2 und x = —2 erhélt.

Einschub: bijektiv: Wie der Name ,bijektiv andeutet, nihern sich die Mathe-
matiker dem Begriff der Eineindeutigkeit in zwei Schritten:

1) Zundichst nennen sie eine Abbildung injektiv, bei der gleiche Bildpunkte nur aus
gleichen Urbildpunkten hervorgehen:

y = f(z) injektiv in Dy <<= Vai,22 € Dy: f(z1) = f(x2) = 21 = 29,

oder dquivalent dazu: wenn verschiedene Urbilder auch immer zu verschiedenen Bil-
dern fihren:

y = f(z) injektiv in Dy <= Vai,20 € Dy : x1 # 22 = f(x1) # f(22).

In diesem Fall hat die Gleichung y = f(x) fir alle y hochstens eine Lisung x, und
jede Parallele zur 1-Achse schneidet den Graphen der Funktion hdchstens einmal.

2) Dann betrachten sie in einem zweiten Schritt die fiir uns nicht so wichtige Menge,
in der die Bildelemente liegen, und untersuchen, ob diese nur aus den Bildpunkten
besteht oder moch weitere Punkte enthdlt. Falls die angegebene Bildmenge nur aus
dem Wertevorrat besteht, nennen sie die Abbildung surjektiv:
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y = f(z) surjektiv auf W; <= Vye Wy dx € Dy: f(x)=y.

Dann hat die Gleichung y = f(x) fiir alle y wenigstens eine Ldsung x.

bijektiv := injektiv 4+ surjektiv

Also hat bei einer bijektiven Abbildung die Gleichung y = f(x) genau eine Ldsung
x und die Funktion ist umkehrbar.

Aufgabe 4.10 Eineindeutige Funktionen:

Untersuchen Sie folgende Funktionen auf Fineindeutigkeit:
a)y:.’lj'Q, b)y:x?); C)y:%f%f)7 d)y:SiH.T,
e)y=tanz, f)y=cosz, g)y=1—e* h)y=sinhz,

i)y=coshx und j)y=~0(z).

4.8 Umkehrfunktionen

Fiir alle eineindeutigen Funktionen, d.h. umkehrbar eindeutigen Abbildungen eines De-
finitionsbereichs Dy in einen Wertevorrat W, kann man durch Auflésen der Gleichung
y = f(z) nach & Umkehrfunktionen x = f~'(y) =: g(y) bilden, wobei Definitionsbereich
und Wertevorrat ihre Rollen vertauschen: D, = Wy und W, = D;. Die Umkehrfunktion
beschreibt die Umkehrung der urspriinglichen Abbildung. Da die urspriingliche Abbildung
y = f(x) und die Riickabbildung = = ¢(y) sich in ihrer Wirkung gerade aufheben, gilt
fiir die mittelbare Funktion f(g(y)) = y. Daraus ist die oben angegebene Schreibweise

g = f~" zu verstehen: f(f~'(y)) =y = [T (f(y)).

Einschub: Funktionssymbol: Das Symbol f hat genau betrachtet zwei Bedeu-
tungen:

1) Einmal gibt f die Operation an, die aus den Werten x die Werte y erzeugt. Wenn
wir f~1 schreiben, meinen wir die Umkehrung dieser Operation.

2) Der Ausdruck f(x) bedeutet den bestimmten Funktionswert, der aus dem Wert x
der Variablen durch diese Vorschrift hervorgeht. Das Inverse dieses Funktionswerts
bezeichnen wir mit ﬁ = (f(x))~t. f~1(z) ist der Funktionswert der Umkehrfunk-
tion. Z.B. sinl = 0.84, (sin1)~! = 1.188, aber sin~! 1 = arcsin 1 = 1.57.
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X——> - —=>Y ud X<— - <Y
Bild 4.19: Schwarze Késten fiir y = f(x) und die Umkehrfunktion = = g(y)

Im Sinne unserer physikalischen Definition der Funktion als Input-Output-Relation sind
bei der Umkehrfunktion Input und Output vertauscht, d.h. die Flufirichtungspfeile in
unserem Bild bei x und y einfach umgekehrt.

Umkehrfunktionen treten in der Physik haufig auf. Betrachten wir als Beispiel die Lénge
L der Fliissigkeitssédule in einem engen Glasrohr als Funktion der Temperatur 7' : L =
f(T). Wenn wir das Glasrohr als Thermometer zur Messung der Temperatur benutzen,

beobachten wir die Léange der Fliissigkeitssdule und schliefen daraus auf die Temperatur
T =g(L).

Ublicherweise wird nach vollzogener Auflosung der Gleichung y = f(x) nach z die jetzt
unabhéngige Variable y wieder x genannt und die abhéngige wieder y. Fiir den Graphen
bedeutet der Ubergang zur Umkehrfunktion deshalb einfach Spiegelung an der Geraden
y = x, d.h. der Winkelhalbierenden des ersten und dritten Quadranten. Auf diese Weise
erhéalt man aus jeder eineindeutigen Funktion eine neue Funktion.

Ein lehrreiches Beispiel ist die Normalparabel y = 22, Erst durch Einschrinkung des De-
finitionsbereichs auf x > 0 wird daraus eine eineindeutige Funktion, die umkehrbar ist:
die Umkehrfunktion ist eine neue Funktion fiir uns, die Quadratwurzelfunktion x = +,/y
und nach Umbenennung der Variablen y = ++/z = 22. Durch die Bezeichnung mit dem
Bruch im Exponent werden jetzt iiber unsere fritheren Uberlegungen hinausgehend Poten-
zen auch fiir rationale Zahlen als Exponenten definiert, ohne dass sich an den Rechenregeln
fiir Potenzen etwas dndert.

Die Moglichkeit, aus eineindeutigen Funktionen durch Umkehrung neue Funktionen zu
finden, erweitert den Schatz unserer im Abschnitt 4.2 als Grundausstattung eingefiihrten
Funktionen (der rationalen, trigonometrischen und Exponentialfunktionen) nahezu auf
das Doppelte. Dieser Aufgabe wollen wir uns jetzt zuwenden:

4.8.1 Wurzelfunktionen

Das Beispiel der Parabel zeigte schon, dass die Umkehrfunktionen der Potenzen y = 2™ mit

ganzzahligen Exponenten n € Z die Wurzelfunktionen mit gebrochenen Exponenten
1 1

darstellen: x = y=», umgeschrieben in: y = /z = x», wobei allerdings die geradzahligen

61



-1 ~05 ‘ 05 1

_-0’,2 L

Bild 4.20: Normal-Parabel y = 22 und ihre an der Winkelhalbierenden gespiegelten
Umkehrfunktion: die Quadratwurzelfunktion y = +/x

Potenzen vor der Umkehrung durch Einschrankung des Definitionsbereichs auf x > 0 erst
eineindeutig gemacht werden miissen.

Als Umkehrfunktionen der Polynome erhéilt man kompliziertere Wurzeln: z.B. aus y =
r? + 1, das eineindeutig fiir z > 0, finden wir z = y/(y — 1) und nach der Umdefinition

y=+/(x—1).

Aufgabe 4.11 Umkehrfunktionen:

Bestimmen Sie die Umkehrfunktionen folgender Funktionen:
3

a)y=—-2x—-2,0)y=2-22* c)y=a>-22-3,d)y=% -3,
e)y= (1ix) und  f)y= .

4.8.2 Zyklometrische Funktionen

Die trigonometrischen Funktionen y = sin x oder y = cos sind periodisch in x mit der Pe-
riode 27 und y = tan x oder y = cot x mit der Periode 7. Sie sind also keine eineindeutigen
Funktionen. Erst durch Einschrankung des Definitionsbereichs kann die Eineindeutigkeit
erreicht werden.

Fiir die ungeraden Funktionen y = sinz, y = tanx und cot x wéihlt man meist

—5 <z < 7, fiir das gerade y = cosx 0 < x < 7. Wegen der Periodizitdt kann man auch
andere um Vielfache von 27 verschobene Intervalle wahlen. Hier ist eine gewisse Vorsicht
beim Rechnen geboten, insbesondere vor der Verwendung von Taschenrechnern sollte
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man sich iiber die Definitionsbereiche der Umkehrfunktionen informieren. Man nennt die

Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen, die zyklometrischen oder Arcus-
Funktionen:

zu y=sinz | y=arcsinz,
zu Yy =Cosw Y = arccos T,
zu Yy =tanz y = arctan z und
zu Yy =cotw y = arccot x.
S i
2 y = arcsin x /‘y:x \ y=arccosx /y_x
/ /’ y=sinx AN /S  y=cosx
1 // \2 /
, | ,
N
N
x 1
-2 -1 1 2 3
77 x
<
4 -2
3 y=tanx yEx | -
V4
2 Ll
//y=arctanx
1 '/ /""_'-
L
X X
-3 ) 1 1 -
7
e . -1
/
/
‘ -2
s
r
7 -3

Bild 4.21: Die trigonometrischen Funktionen und ihre Umkehrfunktionen, die
zyklometrischen Funktionen
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Einschub: Arcus:

Die Bezeichnung ,arcsinx sprich: ,Arcus sinus x* meint

den Bogen (lat. arcus) am Einheitskreis, d.h. den Winkel, dessen Sinus den Wert x

hat.

Einschub: Notation:

Die Notation in der Literatur (insbesondere in der an-

gelsdchsischen) ist leider nicht einheitlich. Man findet statt arcsinx auch asin z

oder einfach sin~'x. Vor allem die letzte Schreibweise kann die Ursache fiir Ver-

wirrung sein, weil sie leicht mit dem Inversen der Sinus-Funktion (sinz)™! =

verwechselt werden kann.

4.8.3 Logarithmen

1

sinx

Als Umkehrfunktion der natiirlichen Exponentialfunktion y = e* erhalten wir durch Spie-
gelung des Graphen an der Winkelhalbierenden fiir x > 0 den nur ganz langsam anstei-
genden natiirlichen Logarithmus y = In x:

¥ =expXx

3.
y=X
2_
yd y=Inx
& ‘-...."'—-.-.
e
/ -
L ‘ .-/ .x
-3 -2 -1 A 3

-3

Bild 4.22: Exponenialfunktion und ihre Umkehrfunktion, der natiirliche Logarithmus
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Die Eigenschaften des streng monoton ansteigenden natiirlichen Logarithmus sind an dem
abgebildeten Graphen abzulesen: In1 = 0 und lim Inx = —oco. Aus den Rechenregeln der

z—0
Potenzen erhalten wir folgende Rechenregeln fiir die natiirlichen Logarithmen:

Iny-z=Iny+1Inz, In(¢) =Iny —Inz und | In(z¥) =ylnz.

Nachdem wir speziell mit der natirlichen Exponentialfunktion und dem natiirlichen Lo-
garithmus vertraut sind, konnen sie dazu dienen, die allgemeine Exponentialfunktion
zu definieren:

Allgemeine Exponentialfunktion: y = b := e*™? fiir b > 0

und als deren Umkehrfunktion den allgemeinen Logarithmus

Allgemeiner Logarithmus: y = log, x := 111111_%7

der fiir b > 1 (wie auch In z) streng monoton ansteigt, fiir b < 1 jedoch monoton fallt.

Bild 4.23: Die drei wichtigsten Logarithmen zu den Basen: 2, e, und 10
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Als Rechenregeln fiir die allgemeinen Logarithmen erhalten wir bei gleichbleibender
Basis b:

log, yz = log,y + log, z, log, (%) = log,y — log,z | und | y log,z = log,(z¥)

Neben den besonders wichtigen natiirlichen Logarithmen | In:= log, | mit der nicht-

rationalen Zahl e = 2,7182... als Basis gibt es noch fiir zwei weitere haufig gebrauchte

Basen einfachere Schreibweisen: die dualen | 1d:= log, |(oder englisch: binary logarithms

Ib:= log, |) und die dekadischen oder Briggschen Logarithmen | lg:= logy,

Die Umrechnung zwischen Logarithmen verschiedener Basen erfolgt nach der Formel:

log,y = log, z - log, y

speziell z.B. fir b =10 und y = z:

lgr =lge Inx = 0,434 In x,

denn durch dreimalige Anwendung der Identitét

blogbx — 2ld:1: — eln:c — 101g:c =

erhalten wir b°80Y = y = z108:¥ = (plosp=)los.y — plosy=-los. v yp( folglich sind die Expo-
nenten gleich.

Aufgabe 4.12 Logarithmen:

a) Was ist log, b?
b) Zeigen Sie, dass In10 = h;ie bzw. In2 = %.
c¢) Berechnen Sie ldzx aus Inz.

d) Berechnen Sie 2,52%°.

Auch die allgemeine Potenzfunktion wird mit Hilfe der natiirlichen Exponentialfunk-
tion und des natiirlichen Logarithmus fiir z > 0 und r € R definiert durch:
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allgemeine Potenzfunktion:

rinz

y=a"=e fiir x > 0 und r € R.

Sie wird von uns jedoch wenig gebraucht werden.

25

15¢

05!

' X

1 15 2 2,5

Bild 4.24: Potenzfunktionen

Wichtiger sind fiir die Physik die Umkehrfunktionen der Hyperbel-Funktionen, (cosh z,
sinhz und tanhz) die wir aus natiirlichen Exponentialfunktionen aufgebaut hatten: Sie
heiflen Area-Funktionen, konnen selbstverstdndlich durch natiirliche Logarithmen aus-
gedriickt werden und sind aus dem néchsten Bild zu entnehmen:

zu y = coshx :=

zu y = sinhx :=

zuy = tanhz :=

e +e”

£ne

y:arcoshx:ln(x+vx2—1)7

e —e”*

£ ¢

y=arsinh z =In (z + V22 +1) ,

e —e”

ex i e~ 7

1+

y:artanhx:%ln—l_—x.
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Einschub: Bezeichnungen: Auch hier gibt es wie bei den Umkehrfunktionen
der trigonometrischen Funktionen wieder Bezeichnungsschwierigkeiten: arsinh r =
arcsinh x = arsh © = sinh™'x, usw.

3

y=sinhx ¥=EX
g
2 /y=arsinhx
/s —
///
1 [
i
3 Fl
YEX s
-3 -2 -1 1 2 3 X ) s
2 /y=arcoshx
s 4 —
/A P
///‘ Vd -~
// /s
-2 /‘ /
/ / (/
-3 -z -1 1 2 3
3 |- 3
|y-artanhx P y= coth x
4 ¥=X
2 I, / 2
/ / y=tanhx
1 / 1
X X
-3 -2 -1 1 2 3 =3 -2 -1 S 1 2 3
T e Vd
7/ ~
P N -1
i
A
, f -2 l -2
s | 1
| -3 I

Bilder 4.25: Die Hyperbel-Funktionen und ihre Umkehrfunktionen, die Area-Funktionen

Einschub: Area: Der Name fiir ,arcosh x*, sprich: ,,Area cosinus hyper-
bolicus z%, kommt vom Zusammenhang mit dem Flicheninhalt (lat.: area) eines
Sektors an der Finheitshyperbel: Man kann zeigen, dass y der Flicheninhalt des
in Bild 4.11 eingefirbten Hyperbelsektors (zwischen dem Urprung, dem Fahrpunkt,
dem Scheitel und dem an der 1-Achse gespiegelten Fahrpunkt) darstellt, falls die
1-Koordinate des Fahrpunktes, also Cosinus hyperbolicus, gleich x ist.
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Aufgabe 4.13 Area-Funktionen:

a) Zeigen Sie, dass aus y = In (x + Va2 + 1) folgt x = sinhy.
b) Zeigen Sie, dass aus y = %ln }f—i folgt * = tanhy.

4.9 Grenzwerte

Die Bildung des Grenzwerts fiir Funktionen wird durch folgende Uberlegung auf die
uns bereits bekannte Berechnung von Grenzwerten von Folgen zuriickgefiithrt: Wenn wir
wissen wollen, ob die Funktionswerte f(z) einer reellen Funktion f bei Ann#herung des
Arguments z an eine reelle Zahl xq die Zahl y, als Grenzwert hat, wihlen wir eine Folge
(n)nen C Dy von reellen Zahlen im Definitionsbereich D der Funktion f, die fiir n — oo
gegen die Zahl xp € Dy strebt. Dann bilden wir die Funktionswerte an diesen Stellen
f(x,), die wieder eine Folge darstellen (f(xy)),cy, und iiberpriifen, ob diese Folge der
Funktionswerte gegen 1y, konvergiert. Falls sich das fiir jede aus dem Definitionsbereich
herausgegriffene gegen x, strebende Folge zeigen la8it, dann nennen wir die Folge der
Funktionswerte konvergent gegen yj : le flz)=yo:
T—x0

lim f(x) = yo konvergent: <= V(z,)pen : lim z, =z = lim f(z,) = yo
n—oo

T—T0 n—oo

Wenn wir unsere Definition der Konvergenz fiir Folgen einsetzen, ergibt das:

lim f(z) = yo konvergent: <= Ve > 03§ > 0 :
T—T0
|f(x) —w| <e Vre Dy mitlx —xo| <0

Dies fiir alle Folgen zu zeigen, ist natiirlich leichter gesagt als getan! Wir brauchen uns hier
jedoch nicht zu lange mit diesen zum Teil schwierigen mathematischen Fragen zu beschéf-
tigen, mit denen Sie sich in der Analysis-Vorlesung noch auseinanderzusetzen Gelegenheit
haben werden, sondern wollen uns mit einigen fiir die Physiker wichtigen Beispielen be-
gniigen.

Bereits aus den Graphen sieht man z.B.
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fiir das Verhalten am Ursprung, dass bei den Potenzen lir% 2" =0 |ist und
Tr—r

lim =" divergent |fiir n € N.
z—0

AuBlerdem sieht man leicht, dass| limcosz =1 |und| limsinx =0
z—0 x—0

Fiir das Verhalten bei grolen Werten der Variablen ist | lim 7™ =0 |und
T—>00

lim 2™ divergiert | Auchist| lim z"e ™ =0 |und| lim 2z~ "e” divergiert
Tr—00 Tr—00 T—00

Man sagt deshalb, dass die Exponentialfunktion stéarker ansteigt als jede Potenzfunktion.

lim S0 — 1

Fiir den wichtigen Grenzwert - gibt es einen
z—0

Einschub: Sl%:

hiibschen anschaulichen Beweis von de I’Hospital nach dem folgenden Bild:

tan x

A

1
Bild 4.26: Zum Beweis von de 1’'Hospital:

Wir betrachten den Sektor A0b des Einheitskreises mit Zentriwinkel x bei 0, die
Strecken: |0A| = 1 und |0b] = 1 sowie den Bogen (Ab) iber dem Winkel z, den

Punkt a auf der Strecke |0A|, die Strecken |0a| = cosx und |ab| = sinz, und die
Verlingerung der Strecke |0b| bis B, so dass die Strecke |AB| = tanx.
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Offensichtlich gelten fiir die Fldchen der Dreiecke bzw. des Sektors folgende Unglei-

chungen:

F(Dreieck: Oab)

d.h.

2
mal sinx
reziprok:
also im Grenzwert x — 0:

ergibt:

S5z N\ -3=n

0.5;

% sin x cos x

COs T

1

Ccosx

1

F(Sektor: 0Ab)
12nx

2T
x/sinz
sinz

x
hmx—>0

sinz
T

(VA AVAR VAR VAN VAN

IV IV AN IA A

F(Dreieck: 0AB),
tan 3.

1/cosx

cos,

1.

Nz

Bild 4.27: Graph der Funktion %

Aufgabe 4.14 Grenzwerte von Funktionen:

Berechnen Sie

. 1+x

a) lim =2,
T3

b) lim =&

xr—r

—7’
ﬂxrr

c) glgii%(tan x)? und

d) Untersuchen Sie folgenden Grenzwert lirr(l]
r—
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mat Hilfe der Umkehrfunktion und der

Ezxponentialfolge, den wir im ndchsten Kapitel bentitzen und im tiberndchsten Kapitel auf
viel elegantere Weise erneut ableiten werden.



4.10 Stetigkeit

Die letzte wichtige FEigenschaft der Funktionen, die wir brauchen, ist die Stetigkeit: Ins-
besondere in der klassischen Physik stellen wir uns héufig mit Erfolg auf den Standpunkt:
»Natura non facit saltus“ (Die Natur macht keine Spriinge), d.h. wir betrachten stetige
Funktionen. Fiir viele Experimente ist die Stetigkeit schon wegen der endlichen Mef3ge-
nauigkeit als Hypothese unentbehrlich. Aber natiirlich gibt es auch unstetige Prozesse,
z.B. beim Ein- oder Ausschalten und bei ,,Quantenspriingen®.

Die Mathematiker definieren eine Funktion als stetig an einer Stelle xy, wenn sie dem
Punkt zy benachbarte Punkte wieder in benachbarte Bildpunkte abbildet, in Kurzschrift:

y = f(x) stetig bei xy <= Ve >0 3d(c) > 0: |f(z) — yo| < & Vo mit |[x —xo| <0

Fiir die Grenzwerte bedeutet das, dass an der betrachteten Stelle xy der rechtsseitige
Limes und der linksseitige Limes gleich sind und durch den Funktionswert yo = f(x) des
Grenzwerts z( einer Folge x,, aus dem Definitionsbereich der Argumente gegeben werden:

lim f(z)= lim f(z)=:lm f(z)=yo= f(xo) = f(lim x,).

r—x0+0 x—x0—0 T—x0 n—o00

Der Graph einer stetigen Funktion ,macht keine Spriinge“. Die Heaviside-Funktion ist
die Funktion mit dem , Einheitssprung®. Mit ihrer Hilfe kann man alle in der Physik
auftretenden Unstetigkeiten darstellen.

Summen, Differenzen, Produkte, Quotienten und verkettete Funktionen stetiger Funk-
tionen sind wieder stetig. Daraus ergibt sich, dass alle bisher betrachteten Funktionen
aufler der Heavisideschen Stufenfunktion innerhalb ihrer Definitionsbereiche stetig sind.

Die Stufenfunktion springt an der Stelle 0 um 1: lim #(x) =1, lim 6(z) =0, wihrend
z—040 z—0-0

doch 0(0) = % war. Die Normalhyperbel y = % ist zwar an der Stelle x = 0 unstetig, aber
dort auch nicht definiert.

Aufgabe 4.15 Stetige Funktionen:

Uberpriifen Sie die Stetigkeit folgender Funktionen an der Stelle xg = 0:
1 T

a)y==z, b)y=a? c)y=r+i-, dy=uzsinz, e)y=v+e?,

Hy=222 gly== h)y=|z[, i)y=0(z+a)ldla—uz),
J)y=0x)0(—x —a) k)y=0(x)e ™ und [)y=0(zx)re ™.
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Aufgabe 4.16 Funktionen-Quiz:

Stellen Sie sich vor, Sie haben die funktionale Abhdngigkeit einer physikalischen Grijfle
y = f(z) (z.B. der Stromstirke) von einer anderen Grifle x (z.B. der elektrischen Span-
nung) durch deren Variation zwischen den Werten 0 und 3 mehrfach genau gemessen
und Ihre Messwerte werden durch eine der 18 im Bild 4.28 skizzierten Kurven innerhalb
threr Messgenauigkeit gut beschrieben. Welche einfachen Hypothesen tiber die funktionale

Abhdngigkeit der gemessenen Grifle y = f(x) von der variierten Grofie x wiirden Sie
aufstellen?

67 5 342 1
3 T f
i i ! !
! v/ .r/
| by -
b ¥ 7/
\ l / %
2 Ho—A ! .
“\ / .\‘I ’ d 42;
i ! ! s /
1) VS 7 =713
(! ’ ——
) \.\ I/ '—‘_‘_-__.
1 LY = - — 5
L - L __'..--""'
. f '_'—-ﬂ____l_l_ '
- N Py g
! /“' hy -~ -‘\-\K— \
l" ’ \h"- oL 1
- / ,‘h:‘-:h—‘-":‘-__ g
..-"‘ Dl —— Q'

Bild 4.28: Funktionen-Quiz
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Kapitel 5

DIFFERENTIATION

Mit der Differentialrechnung hat die Theoretische Physik begonnen, kann man wohl oh-
ne Ubertreibung sagen. Denn seit der Entwicklung dieses Zweigs der Mathematik durch
Leibniz und Newton im 17. Jahrhundert, gelang es, die Gesetze exakt zu formulieren, die
den physikalischen Phdnomenen zugrunde liegen: Die Newtonschen Gleichungen der Me-
chanik, die Maxwell-Gleichungen der Elektrodynamik und die Schrodinger-Gleichung der
Quantenmechanik sind alle als Differentialgleichungen geschrieben. Ihre Lésung erfordert
den ganzen Apparat der Analysis, insbesondere der Differential- und Integralrechnung.
Aus diesem Grund sind die folgenden Kapitel so wichtig. Differenzieren und Integrieren
sind das unentbehrliche Handwerkszeug des Physikers.

5.1 Differenzenquotient

Wir betrachten zunéchst die gleichférmige Bewegung eines Massenpunkts auf einer Ge-
raden. Dabei gilt fiir den zuriickgelegten Weg: z:(t) = st+z, als Funktion der Zeit ¢, wobei
xo = x(0) die Position zur Zeit t = 0 bedeutet.

Die Physiker interessiert als erstes die Geschwindigkeit der Bewegung. Aus dem Gra-
phen dieser linearen Funktion, einer Geraden mit der Steigung s durch den Punkt (0, zo),
entnehmen wir die Geschwindigkeit v als Quotient aus zuriickgelegtem Weg x(t) — x(0)
dividiert durch die dazu bendétigte Zeit ¢, was genau
o x(t) — xo s
t
die Steigung ergibt. Es ist also die Steigung der Graphen, die uns zunéchst interessiert.
Bei der Geraden hatten wir ersichtlich auch ein anderes Zeitintervall ¢to—¢; nehmen kénnen:

_ x(ta) —x(h)
to — 11
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AX=X-X,

Atf= tz't»l
Bild 5.1: Die Gerade z(t) = st + x

und dasselbe Ergebnis erhalten. Denn bei einer gleichférmigen Bewegung werden in glei-
chen Zeitraumen gleiche Strecken zuriickgelegt: die Geschwindigkeit ist konstant. Wir
bezeichnen die Differenzen im Zéahler und Nenner des Quotienten in folgender Weise mit
einem grofien griechischen Delta. (z(t2) — x(t1)) =: Az(t) und (t3 —t;) =: At und nennen
den Quotienten Differenzenquotient:

Ax(t)
At

v =

Allgemein, wenn die unabhéngige Variable wieder x genannt wird, erhalten wir fiir den

' ; . Af(x) _ flae) = fa)
Differenzenquotienten: AV —n

Wie &ndert sich nun die Situation, wenn wir in unserem physikalischen Beispiel eine all-
gemeine geradlinige Bewegung mit zeitlich variterender Geschwindigkeit betrachten, die
durch eine beliebige Funktion des Ortes von der Zeit z(t) dargestellt wird?
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X(t)

Sekante

t1 tE
Bild 5.2: Graph einer beliebigen Funktion z(t) der Zeit

An dem Bild erkennt man, dass der Differenzenquotient die Steigung der Sekante angibt,
die die beiden Punkte (¢, x(t)) und (t2, z(t2)) verbindet. Der Wert des Differenzenquo-
tienten ist dann

_ Ax(t)  x(ty) —x(t1)

At to—t,

Um

die mittlere oder Durchschnittsgeschwindigkeit wihrend des Zeitintervalls At. Fiir
viele Zwecke ist die Durchschnittsgeschwindigkeit eine wichtige Grofle. In der Physik ist die
Momentangeschwindigkeit z.B. zum Zeitpunkt ¢; wichtiger, die man aus der Durch-
schnittsgeschwindigkeit zwischen t; und ¢5 durch den Grenziibergang erhilt, bei dem t,
beliebig nahe an t; heranriickt. Diesen Grenzwert nennt man Differentialquotient:

5.2 Differentialquotient

Zur Bestimmung der Momentangeschwindigkeit z.B. zur Zeit ¢, wiahlen wir demnach
einen beliebigen Zeitpunkt ¢t = to+ At in der Néhe von ¢y und zeichnen die Sekante durch

die Funktionswerte z(t) = z(to) + Ax(t) und z(ty) = zo, bestimmen deren Steigung als

Differenzenquotient: s = Az(tt) = x(ti:fo(to) und lassen dann den Zeitpunkt ¢ gegen tg, also
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At — 0 gehen. Dabei néhert sich bei einer stetigen Funktion auch x(t) dem Wert xy =
x(tp) und die Sekante geht in die Tangente des Graphen iiber mit der Tangentensteigung:

dx
dt

B Ax

= 11m ——-
to At—0 At

In unserer iiblichen mathematischen Bezeichung mit x fiir die unabhéngige und y = f(x)
fiir die abhéngige Variable ergibt sich so der

Differentialquotient: d{i(x> = lim flzo + AAQC ) — f(zo)
X 20 Az—0 X
Der Differenzenquotient % = Ai(;) =1 (x°+AA”2_f (=0) st bei diesem Grenziibergang Azx —

0 in den sogenannten Differentialquotienten iibergegangen, von seinem Erfinder Leibniz
mit % ‘x oder % ‘x bezeichnet, jedoch zunéchst eigentlich selbst kein Quotient, sondern
nur der Grenzwert eines Quotienten. Wie bei allen fundamentalen Begriffen der Mathema-
tik gibt es auch hier wieder mehrere Bezeichnungen: Die alternative, den meisten von der
Schule her gelaufige Bezeichnung f'(zg), gesprochen ,f Strich an der Stelle xy“, stammt von
Lagrange und soll daran erinnern, dass die Steigung des Graphen, auch (erste) Ableitung
der Funktion genannt, im allgemeinen selbst wieder eine neue, entlang der Kurve variie-
rende Funktion der unabhéngigen Variablen x ist, hier speziell an der Stelle zy angegeben.
Auch die Bezeichnung (L) f (x)!xo ist im Gebrauch, die betont, dass die Differentiation

eine ,,Operation ist, bei der der , Differentialoperator (%) auf die rechts stehende Funk-
tion f(z) wirkt und das Resultat dann speziell an der Stelle z = zy genommen werden
soll. Es ist sinnvoll, alle diese Bezeichnungen nebeneinander zur Verfiigung zu haben je

nach dem Aspekt, auf den es gerade ankommt.

Aquivalente Bezeichnungen: f'(zy) =

Dabei ist noch eine Kuriositédt der Physiker zu erwéhnen: Falls die unabhéngige Variable
die Zeit t ist, was natiirlich sehr haufig vorkommt, schreiben und sprechen die Physiker

statt des ’ ,Strich“ einen hochgesetzten *,Punkt®: (ty) = d:'jd—gt) o

Einschub: lineare Approximation: Wir haben gesehen, dass der Differen-
tialquotient einer Funktion f(x) am Punkt xq eine schine anschauliche Bedeutung
hat: Er gibt die Steigung der Tangenten an den Graph der Funktion im Punkt xg
an. Man kann diese Tangenteneigenschaft auch noch folgendermafien verstehen:
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Wir stellen uns die Aufgabe, eine durch eine Funktion y = f(x) beschriebene ebene
Kurve in der Umgebung eines Punktes xo mdéglichst gut durch eine Gerade g(z) =
sx + a zu approximieren: Wir fordern dazu:

1. Am Punkt x¢ gelte f(xo) = g(xo) = sxo + a, woraus das absolute Glied a =
—szo+ f(xo) bestimmt werden kann. Fingesetzt ergibt das: g(x) = s(x—xo) + f(x0).
Damit erhalten wir fir die Abweichung der Ndherungsgeraden g von der Kurve f :

f(@) —g(x) = f(z) — f(xo) — sAx

mit der Entfernung der unabhdngigen Variablen vom Approximationspunkt
Az =z — xg.

2. Diese Abweichung der Ndiherungsgeraden g von der Kurve f, gemessen in Ax :

f@) —g(x) _ fx)— flzo)
Ax Az

soll bei bester Approximation mdoglichst verschwinden bei Anndherung von x an xg,
d.h. Ax — 0. Das bedeutet aber gerade:

i F@) = Fo)

— g = f RPN : 7
Aim s s = f'(xo) —s =0 wund folglich s = f'(xo).

Wir erhalten also genau dann die beste lineare Approximation des Graphen der
Funktion f(z) in der Umgebung des Punktes xq, wenn wir eine Gerade mit dem Dif-
ferentialquotienten als Steigung wdhlen, und das ist natirlich gerade die Definition
der Tangente.

Einschub: Differentiale: Um mit dem wichtigen Begriff des Differentialquo-
tienten noch vertrauter zu werden, wollen wir noch einen alternativen Zugang
betrachten: den Begriff des Differentials. Es geschieht dabei nichts wesentlich Neu-
es. Wir erhalten nur neue Einblicke in das Erreichte auch im Hinblick auf spdtere
Anwendungen und Erweiterungen, denn dieser Begriff kann leicht auf mehrere Di-
mensionen tbertragen werden und wird erst dort seine ganze Kraft entfalten:

Wir vermeiden dabei bewusst den Grenzwert und schreiben

den Differenzenquotienten als Gleichung: %E’f)}mo = f'(xo0) + Rf(xo, Ax)

mit einem Rest Ry(xo, Ax), der von der Funktion f, der Stelle xq und dem Intervall
Ax abhdngt und mit Ax verschwindet. Multiplizieren wir diesen Differenzenquoti-
enten mit dem Zuwachs der Variablen Ax, so erhalten wir

den ,,wahren Zuwachs* unserer Funktion bei xo: Af(x) }Io = f(zo)Az+r¢(z0, Ax)
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mit einem neuen Rest ry(xo, Ax) = Ry(xo, Ax)Ax, der offensichlich noch stirker
als Ry mit Ax verschwindet. Wenn wir von diesem Rest absehen konnen, erhalten
wir so fir den wahren Zuwachs der Funktion Af(:c)}xo eine erste in Az lineare
Niherung,

den ,linearen Anteil des Zuwachses der Funktion* df(:c)‘mo = f'(xo) Az,

der Differential genannt wird.

Speziell fir die Funktion y = f(x) = x, die Winkelhalbierende, erhalten wir mit
flx) =1

den linearen Anteil der linearen Funktion der unabhdngigen Variablen: de = Az,

der nicht notwendig infinitesimal sein muss und den wir oben einsetzen kénnen, um
mit der Lagrangeschen bzw. Leibnizschen Formulierung des Differentialquotienten
zu erhalten:

Differential: linearer Anteil des Zuwachses der Funktion:

df (z) = f(x)dx = (%) dx

Damit haben wir eine Gleichung, in der die Symbole df und dx, die in der Leibniz-
schen Formulierung des Differentialquotienten zundchst nur als Quotient definiert
waren, jetzt einzeln vorkommen und als ,lineare Anteile des Zuwachses* auch als
nichtinfinitesimale Gréfien definiert sind. Wegen dieser Mdglichkeit ziehen wir die
weitsichtige und suggestive Leibnizsche Schreibweise fiir den Differentialquotienten
der Ihnen von der Schule her bekannten von Lagrange bei vielen Gelegenheiten vor.

5.3 Differenzierbarkeit

Aus der obigen Konstruktion des Differentialquotienten als Limes des Differenzenquotien-
ten und unseren Kenntnissen {iber die Grenzwertbildung ergibt sich sofort, dass sich nicht
fiir jede Funktion an jeder Stelle eindeutig eine Steigung bestimmen lésst, also nicht jede
Funktion an jeder Stelle ihres Definitionsbereichs differenzierbar ist:

f(z) differenzierbar bei x :
<= der Grenzwert des Differenzenquotienten existiert.
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f(@)—f(z0)

T—x0

Dazu ist erforderlich: dass der ,Grenzwert von rechts“ lim
+
x%xo

oben gezeichnet den zweiten Punkt fiir die Sekante rechts von zy gewéhlt haben, und der

,Grenzwert von links® lim %ﬁjém) mit einem links von zy gewihlten Sekantenpunkt x
=T

beide existieren, d.h. insbesondere endlich sind, und dazu noch iibereinstimmen:

, bei dem wir wie

f(x) differenzierbar bei x :
<— —0o0 < lim M: lim
x%zg x Zo T—=T)

fx) = flw) _

T — Zo 00

Fiir den Graph bedeutet das offensichtlich, dass er keine , Ecken“ oder ,Knicke* haben

darf. Z.B. ist die {iberall stetige Betragsfunktion y = |z| bei x = 0 nicht differenzierbar,

weil lim+ w = +1 ist, wahrend lim %' = —1; d.h. die beiden Limites existieren zwar,
z—0 z—0~

stimmen aber nicht iiberein.

Die nur iiber der nichtnegativen Halbgeraden definierte Wurzelfunktion y = f(z) = ++/z
andererseits ist am linken Rand ihres Definitionsbereichs bei = 0 nicht differenzierbar,

weil der dort allein mogliche ,Grenzwert von rechts“ lim VIO iy L

= nicht existiert
PEGEE zo0+ VT ’

da die Steigung unendlich wird.

Aus der Definition sieht man sofort, dass aus der Differenzierbarkeit einer Funktion an
einer Stelle ihre Stetigkeit dort folgt. Denn fiir eine gegen xq strebende Folge x,, aus dem

Definitionsbereich gilt: |f(x,) — f(z,)| = M‘ |z, — 20| — f'(z0) -0 = 0. Das

Tn—T0
Umgekehrte gilt jedoch nicht: Nicht jede stetige Funktion ist differenzierbar, wie wir oben
am Beispiel der Betragsfunktion f(z) = |x| gesehen haben.

Einschub: unstetige Funktion differenzierbar?: Kann aber eine unstetige
Funktion eventuell differenzierbar sein? Dazu untersuchen wir unser Muster einer
unstetigen Funktion, die an der Stelle x = 0 unstetige Heaviside-Funktion 6(z), um
zu illustrieren, dass wir zurecht bei der Differenzierbarkeit die Stetigkeit nicht vor-
ausgesetzt haben.

Wir sehen leicht, dass der ,,Grenzwert von rechts® lim L:Q(O) =(1- l) lim L
a0t =0 z—0+ T
und der linksseitige lim %:g(o) =(0— 1) lim 1 beide nicht existieren.
z—0~ z—0~

Das konnte auch nicht dadurch behoben werden, dass man den zundchst etwas will-
kiirlich erscheinenden Wert 6(0) = % etwa zu 1 festlegt, denn dann wirde zwar der
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rechtsseitige Grenzwert gleich 0, aber der ,Grenzwert von links“ wdre weiterhin oo.
Also ist unsere unstetige Musterfunktion am Unstetigkeitspunkt irreparabel nicht
differenzierbar, obwohl sie links und rechts davon eine horizontale Tangente besitzt.

Aufgabe 5.1 Differenzierbarkeit
Untersuchen Sie folgende Funktionen f(z) auf Differenzierbarkeit bei x = 0:
a)z?, b))z d)e Tl und e) O(z +a).

Nur einen einzigen Satz iiber differenzierbare Funktionen werden wir gelegentlich beniit-
zen, den

Mittelwertsatz der Differentialrechnung:

Falls eine Funktion f(z) stetig im abgeschlossenen Intervall [a, b]
und differenzierbar im offenen Intervall ]a, b] ist, dann gibt es min-
destens einen Punkt xy €]a, b, ,Mittelwert* genannt, so dass die
Steigung f’(x¢) der Tangenten an den Graph der Funktion in die-
sem Punkt gleich der Steigung der Sekanten iiber dem Intervall ist:

f(0) — f(a)

b—a f'(wo).

Anschaulich ergibt sich der Beweis aus dem folgenden Bild:

5.4 Ho6here Ableitungen

Der Differentialquotient f’(x) einer Funktion f(x) ist selbst wieder eine Funktion der
unabhéngigen Variablen z. Ist sie wieder differenzierbar, kommen wir vom Differential-
quotienten, der ,ersten Ableitung” oder Steigung einer Funktion, zur

zweiten Ableitung: f”(z) := £ f'(z), d.h. = lim w
* Az—0 *

Wieder gibt es verschiedene Schreibweisen: f”(z) = £ = (2

== 5)2 f(z). Die geometrische
Bedeutung der zweiten Ableitung als Kriimmung ergibt sich daraus, dass das Anwachsen
der Steigung, d.h. eine positive zweite Ableitung f”(x) > 0 (in positiver Richtung der
unabhéngigen Variablen betrachtet) eine Linkskurve bedeutet, ein negatives f”(x) < 0

entsprechend eine Rechtkurve. Wenn f”(x) = 0, erkennt man, dass f(z) eine Gerade ist.
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fix) Tangente .. Sekante

f(b) =

] X, b

Bild 5.3: Zum Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Fiir die Physiker erhalten wir, falls die Zeit ¢ als unabhéingige Variable auftritt, Altbe-
kanntes, ndmlich die Beschleunigung als erste zeitliche Ableitung der Geschwindigkeit
oder zweite zeitliche Ableitung des Ortes: a = v(t) = Z(1).

Sukzessiv erhalten wir fiir viele Funktionen auch noch hohere Ableitungen, allgemein etwa
die

n-te Ableitung: " (z) := &L f("=D(z) mit fV(z) = Zz_r{ = (i)nf(@

Einschub: Extrema: Aus der Schule kennen viele von Ihnen die Anwendung
dieser Deutung der ersten und zweiten Ableitungen einer Funktion aus der Kurven-
diskussion:

Das Verschwinden der ersten Ableitung f'(zo) = 0 an einer Stelle xq, das Kriterium
fiir eine waagrechte Tangente in diesem Punkt, ist eine notwendige Vorausetzung
fiir das Vorliegen eines lokalen Extremums. Hinreichend kann die Bedingung des-
halb nicht sein, weil ja auch eine horizontale Wendetangente vorliegen kinnte.
Hinreichende Bedingungen fiir ein lokales Maximum oder Minimum erhdlt
man erst durch Betrachten der zweiten Ableitungen: f”(xg) > 0 bedeutet Linkskur-
ve, also ein lokales Minimum, wihrend f"(xo) < 0 auf eine Rechtskurve deutet und
bei einem Maximum folgt.

Einschub: Grenzwerte von Quotienten: Bei der Berechnung der Grenz-
werte von Quotienten von Funktionen kann die Regel von de I’Hospital hilfreich
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Bild 5.4: Graph einer Funktion und ihrer héheren Ableitungen

sein, nach der der Grenzwert des Quotienten zweier differenzierbarer Funktionen
sich beim (auch mehrfachen) Differenzieren von Zdhler und Nenner nicht dndert,
falls alle beteiligten Limites existieren:

lim f () /g() = lim f'(2) /' (2) = lim f ™ () /g™ (2)

Z.B.:lim 8% = ljm %% = ],

) o : : :
wie in Abschnitt 4.9 in einem Finschub schon geometrisch gezeigt,
i, €5—1 i, €8
oder lim = lim § =1,
z—0 z—0 ) )
wie in Aufgabe 4.14d nur mit Mihe bewiesen,
. o1
oder lim B2 — Jim # =0
n—oo n—oo .
oder lim 1=695% = lim SI0E — iy €BST — 1 /9
z—0 T z—0 T z—0 )
oder lim =S — iy 1-C0sT — iy sine _ iy, EL=1/6
z—0 F z—0 o7 z—0 °F z—0

5.5 Das Handwerk des Differenzierens

Nun kénnen wir darangehen, Beispiele zu betrachten, aus der Definition die Regeln abzu-
leiten, nach denen das Handwerk des Differenzierens lduft, und die Differentialquotienten
fiir alle wichtigen Funktionen zu berechnen und in iibersichtlicher Weise in einer Tabelle
zusammenzustellen, die wir spéater auch noch an unerwarteter Stelle brauchen werden.
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5.5.1 Vier Beispiele

Wir berechnen zunéchst die Differentialquotienten fiir vier prominente Beispiele aus un-
serer Funktionengrundausstattung, aus denen wir dann die Ableitungen aller anderen in-
teressierenden Funktionen mit Hilfe einfacher Regeln gewinnen konnen:

1. Zuerst betrachten wir

Potenzen mit natiirlichen Exponenten n € N:  (z") = nz"™ '  (x)

Zum Beweis verwenden wir den binomischen Satz:

) . (z+Az)" —2a"
n — 1
(z") Avso Ax
.2+ ne" Az +n(n — D" (Az)? + ..o — 2"

= lim
Az—0 Ax

= lim na" ' +n(n— 12" Az + ...
Az—0

— nl,n—l

Die n-ten Potenzen sind n-fach differenzierbar, so dass 2™ = n(n—1)(n—2)-...-2-1 = nl.

2. Dann bestimmen wir den Differentialquotienten des

Sinus: (sinz) = cosz

Der Beweis beniitzt ein Additionstheorem und einen im Einschub des Abschnitts 4.9
berechneten Grenzwert:

sin(z + Az) — sinz

sinzl = lim mit Hilfe des Additionstheorems
Az—0 A
xT— T
_ - 2sin (a:-l—AQw—:n) COS (at-l—AQm—i-x)
Az—0 Ax
. sIn (%) COs (x + %)
= lim X
Az—0 Tf”
Az
sin (2X Ax
= lim A(z) lim cos | x+ —
Az—0 e z—0 2
= COSZ

Ganz analog folgt fiir den
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Cosinus: (cosz) = —sinz.

3. Schliefllich differenzieren wir noch die

Exponentialfunktion: (e”) = e”.

Der Beweis verwendet einen in Aufgabe 4.14d bestimmten Grenzwert:

z+Azx T
( z\/ li € —€
e”) = lim
Ax—0 Ax
. 6A£E -1
= & lim ————
Ax—0 Ax

—_= 65!3

Das ist gerade das Charakteristikum der Exponentialfunktion und der tiefere Grund fiir
ihre iiberragende Bedeutung in den Naturwissenschaften, dass sie mit ihrem Differential-
quotienten iibereinstimmt.

Aufgabe 5.2 Leiten Sie den Differentialquotienten des Cosinus her.

Aus diesen Beispielen erhalten wir nun alle gewiinschten Differentialquotienten fiir alle
Funktionen unserer Grundausstattung und dariiber hinaus mit Hilfe der folgenden Regeln.

5.5.2 Einfache Differentiationsregeln: Funktionen-Grundausstattung

In der Praxis hat man natiirlich nur selten eine der vier betrachteten Beispielfunktionen
allein zu differenzieren, sondern mehr oder weniger kompliziert aus mehreren verschiede-
nen Funktionen zusammengesetzte Ausdriicke, z.B. f(x) = ax"e **(cos cx + dsin cz) mit
den reellen Konstanten a, b, ¢, d und n.

Deshalb stellen wir in diesem Abschnitt die Regeln zusammen, die es uns ermoglichen,
die Differentialquotienten komplizierter Ausdriicke aus den bekannten Ableitungen der
einzelnen Bestandteile aufzubauen. Als Anwendungsbeispiele betrachteten wir zunéchst
die Funktionen unserer Grundausstattung und dann dariiber hinausgehend weitere inter-
essante und fiir die Naturwissenschaften wichtige Funktionen. Die Ergebnisse tragen wir
in eine TABELLE ein, die wir spéater auch beim Integrieren noch brauchen werden.
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Im Folgenden bezeichnen f(z) und g(z) zwei differenzierbare Funktionen und a, b, ¢, ...
reelle Konstanten. Die Beweise aus der Definition des Grenzwerts konnen Sie selbst ver-
suchen oder auch in den Schubladen einsehen:

Wegen der offensichtlichen Homogenitét (ein konstanter Faktor kann herausgezogen wer-
den) des Grenzwerts (¢ - f(x)) = c¢- f'(z) starten wir statt mit der allbekannten Sum-
menregel (f(z) £ g(x)) = f'(x) £ ¢'(x) sogleich mit der

Linearitat: (af(x)+bg(x)) =a- f'(x) +b- ¢ (x).

D.h. der Differentialquotient einer Linearkombination von Funktionen ist gleich der Line-
arkombination der Differentialquotienten.

Einschub: Beweis:

(af(x) +bg(z)) = (4£)(af (z) + bg(x))
lim af(x+ Az) + bg(z + Az) — af(x) — bg(x)

Az—0 Azx
=gq lim flz+Az) — f(z) +b lim gz + Ax) — g(z)
Az—0 Ax Az—0 Ax

= a( ) f(@) +b(E)g(x) = af'(x) + by ()

Damit folgt z.B. aus der Potenzregel der Differentialquotient jedes Polynoms, z.B. m-ten

Grades P, (z) = > anz™ als ein Polynom (m — 1)-ten Grades:

n=0

m ana™) =" aun - 3" Speziell ist P,S,Lm+1)(x) = 0.

Auch die Produktregel ist vielen von Thnen geldufig:

Produktregel: (f(z)- g(2)) = f'(2) - g(x) + f(2) - g'(x).

Der Differentialquotient des Produktes zweier differenzierbarer Funktionen f(z) und g(x)
ist der Differentialquotient des ersten Faktors mal dem zweiten Faktor plus dem Differen-
tialquotienten des zweiten Faktors mal dem ersten Faktor.
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Einschub: Beweis:

(f(@) - 9(x)) = (£)(f(@)g(x))
+

— lim flz+ Ax)g(x + Az) — f(z)g(x)

" Az—0 Ax

o A2+ A2) — @yl + Aa) + f@)gle + Ax) - Fx)gla)
Az—0 Ax

i A0 Sala 480 |, slat A5t

= () f(@) - g(x) + f(2) - ({)g()
= f'(x) - g(z) + f(2) - g'(x)

Z.B. (x?sinx) = 2zsinz + 2? cos x

Als néchstes brauchen wir die Inversenregel:

Inversenregel: (ﬁ) = _gi/% fiir g(x) # 0.

Den Differentialquotienten der Inversen einer differenzierbaren nichtverschwindenen Funk-
tion g(z) # 0 erhdlt man durch Division des Differentialquotienten der Funktion durch
das Negative ihres Quadrats.

Einschub: Beweis:

Ly EZORe)
NI H glxz+Ax g(x
(g(m)) ' Alalnrgo Az

auf den Hauptnenner gebracht, ergibt das

— lim g(z) — gz + Ax)
" Aa—0 g(x)g(z + Az)Ax
—  lim gz + Az) — g(x)
Az—0 Azxg(z)g(z + Ax)
g'(x)
9*(x)
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Damit wird es z.B. moglich, die Potenzregel (*) auf negative Exponenten, also ganze
Zahlen auszudehnen

(™) = (1/z") = —(2™) /2®* = —na™ ' /2® = —na" 172" = —na~""! wie oben, jetzt
aber fiir n € Z.

Auch die inverse Exponentialfunktion kann jetzt differenziert werden:
(e—w)/ — _em/(em)Z = —¢ %,

Damit erhalten wir aus der Linearitatseigenschaft fiir die Hyperbel-Funktionen:
61767I,

(sinhz) = = = “Ec= = coshz und analog (coshz)’ = +sinhx.

Aus Produkt- und Inversenregel folgt die Quotientenregel:

Quotientenregel: (gég) = f’(x)g(xg) —Q:J)C(x)g’(x) fir g(x) # 0.

Der Differentialquotient des Quotienten zweier differenzierbarer Funktionen ist der Diffe-
rentialquotient des Zahlers mal Nennerfunktion minus der Differentialquotient des Nenners

mal Zahlerfunktion geteilt durch das Quadrat der Nennerfunktion, die nicht verschwinden
darf.

Einschub: Beweis:

Damit kénnen wir die Differentialquotienten aller rationalen Funktionen R(z) =

d.h. der Quotienten aus zwei Polynomen P,(x) und @Q),,,(x) bestimmen.
Auch Tangens und Cotangens konnen wir jetzt differenzieren:

(tanz) = 1/cos’x und (cotz) = —1/sin®x,

bzw. die entsprechenden hyperbolischen Funktionen:

(tanhz) = 1/ cosh? x und (coth z)’ = —1/sinh® z.
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Einschub: Beweise: mit der Quotientenregel:

. / . .
sma:) cos z cos x — sin z(— sin z)

(tanz)’ = (

coS T cos? x
_ cos? z + sin® x _ 1
- cos? x ~ cos?z
1 1
cotz) = =
( ) <tan x) cos? z tan? x
B 1
 sin?z
(tanh 2 sinhz\’ cosh?z — sinh?z
nhz) = =
cosh z cosh? z
_ 1
~ cosh?z
1Y 1
cothz) = -
( ) (tanh x > cosh? z tanh?
1
=——— firax#0.
sinh? z f 7

Damit haben wir die Differentialquotienten aller Funktionen unserer Grundausstattung
und tragen sie in eine TABELLE ein, die alle unsere Differentialquotienten zusammen-
fassen soll.
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TABELLE ZUR DIFFERENTIATION

Zeile | F(z) | F'(z)=(d/dz)F(x) Bemerkungen:
1 const 0
2 x ra’ ! zunichst nur r € Z
3
4 sinx cos & -
5} cos T —sinx -
6 tanz 1/ cos®x r#(z+1/2)m, z € Z
7 cot x —1/sin’x x#z2m, 2 €L
8 arcsin x
9 arccos T
10 arctan x
11 arccot x
12 e’ e’
13 re
14 In |z|
15 log,, ||
16 sinh z cosh x
17 cosh x sinh x
18 tanh 1/ cosh® z
19 cothz —1/sinh?x r#0
20 | arsinh x
21 arcosh x
22 | artanh x
23 | arcoth z

« dz
dy

91

5.5.3 Ketten- und Umkehrfunktionsregel

Um die in der Physik auftretenden Funktionen zu differenzieren, brauchen wir, wie man
schon aus den Blanks in der TABELLE sieht, zu diesen einfachen meist aus der Schule
bekannten Regeln zwei weitere Differentiationsregeln:

Bei der Differentiation verketteter Funktionen hilft uns die Kettenregel: Sie gibt uns den
Differentialquotienten einer mittelbaren Funktion z = ¢g(f(z)) aus den Differentialquoti-
enten der eingesetzten ,inneren* Funktion y = f(x) und der ,dufleren” Funktion z = g(y),
in die eingesetzt wurde mit W; C D,. Mit den Bezeichnungen von Leibniz erhalten wir
das Produkt aus der sogenannten ,aufleren” <¢ und der ,inneren®

Ableitung g—g ;




dz(y(x dz
Kettenregel: %)) = % : Z_?; = (&). (@)

in Leibniz-Schreibweise oder in Lagrange-Schreibweise:

Nachdem wir mit dem Begriff der Differentiale vertraut sind, erscheint uns dieses Resultat
als Trivialitdt, da einfach mit dy erweitert wurde. Dennoch wollen wir den Beweis kurz
skizzieren zur Demonstration der Vorteile der Differentiale, mit deren Hilfe er ndamlich
besonders einfach wird:

Zuerst fiir die ,,innere” Funktion y = f(x) : dy = f'(z)dzx + ry mit Alimo r(z, Az)/dx =0,
x—

dann fiir die ,dufere“Funktion z = g(y) : dz = ¢'(y)dy + r, mit Alimo re(y, Ay)/dy = 0,
Yy—

nach Einsetzen ergibt dies: dz = ¢'(y)(f'(x)dz +rf) + 14 = ¢'(v) f'(x)dz + ¢'(y)rs + 14,

was nach Division durch das Differential dr im Grenzwert iibergeht in:

£ = ()9(f(@) =g W) = (E(E) = (£)(E).

Folgendes Beispiel illustriert die Vorteile der Leibnizschen Schreibweise: Gesucht werde
die erste Ableitung von ((z + 1/2)* —1)3 fir 2 # 0 :

((x+1/2)* = 1)%) =

) d—;)(d—g) nach der Kettenregel,
(& + 1/2)* = 1)* (& + 1/2)*(1 = 1/2?),

z=g(y)=y*—1 mit (Z—;) =4y* und

Ein weiteres Beispiel ist die

allgemeine Exponentialfunktion: (b*)' =b%Inb

Beweis mit y := zlnb: (b7) = (L)(e*?) = (L)e¥ = (L)e¥ (L) = ¥ Inb = b* Inb.



Aufgabe 5.3 Kettenregel:

Berechnen Sie folgende Differentialquotienten nach der Kettenregel:

a) (cosz) = (sin(§ —xz))", b) (/sinxz)’, c) (sin?z), d) (e7®),
e) (exp(—2?)) und f) ()

Schliefflich brauchen wir noch die Umkehrfunktions-Regel fiir den Differentialquotien-
ten der Umkehrfunktion x = f~'(y) mit y € W, einer differenzierbaren eineindeutigen
Funktion y = f(z) mit « € Dy, deren Differentialquotient f’'(x) = dy/dx # 0 bekannt ist
und im ganzen Dy nicht verschwindet:

Umkehrfunktionsregel: ‘Cil—z = (diy) fiir (%) # 0.
dz

Wir wollen nur diese in der Leibnizschen Schreibweise suggestiv einfache und vom Stand-
punkt der Differentiale triviale Formel herleiten:
Dazu bilden wir die Ableitung von z = f~'(f(x)) nach z nach der Kettenregel:

1= (L) (@) = () ) (L) = e

und haben damit nach Division durch g—gyc # 0 das Ergebnis.

Mit diesem Vorrat an Regeln kénnen wir nun alle gewiinschten Ableitungen berechnen.
Die meisten Beweise finden Sie in Einschiiben:

Zunéachst die

Wurzeln: y= {/z =aw fir e >0: ¢z’ = (zm) = (L)

als Umkehrfunktion von 2 = y™ fiir y > 0, denn /2’ = (zV/™) = 1/(3—;) =1/my™ ! =
1/m(zV/™)m=1 = (1/m)2'/™ d.h. unsere Potenzregel (*) gilt auch fiir reziproke Expo-
nenten.

Dann allgemein fiir eine

rationale Potenz: z = zm fir > 0: (zm) = Lz

D.h. die Potenzregel (*) gilt auch fiir beliebige rationale Exponenten.
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1/m

Einschub: Beweis: mit y = f(z) =« in der Kettenregel:

(@ = oy = =
- (d%)yn ' (%)ml/m =ny" L. (1/m)zt/m1
= (nfm) (Y Y ()
(nfmya/

Dann den

natiirlichen Logarithmus: y=1Inz firz > 0: (lnz) = % fir x # 0

als Umkehrfunktion der Exponentialfunktion x = e¥ fiir y € R.

Einschub: Beweis:
(Inz) =% =1/(%) =1/(L)ev =1/e¥ =1/x  fir x #0. (In die TABELLE!)

Es gilt sogar: (In|z]) = %
Denn (In —z) = dz/dx = dz/dy - dy/dx = 1/y(—1) = —=1/(—z) = 1/x fiir x # 0.

Dann betrachten wir die

allgemeine Potenz: z =1" =" mit r e R: (z") =rx

D.h. unsere Potenzregel (*) gilt universell auch fiir beliebige reelle Exponenten.

Einschub: Beweis: Mit z = ¢Y und y = rlnx in der Kettenregel folgt: (z") =

% = %; . % =eVr/z = (r/x)e”n“ = (r/z)z" = ra""'. (In die TABELLE: Z.2!)

Auch fiir den

1
zlnb

allgemeinen Logarithmus: y = log, z fir z > 0: (log, z)’ =

zu einer beliebigen reellen Basis b € R erhalten wir jetzt die Ableitung, und zwar als
Umkehrfunktion der allgemeinen Exponentialfunktion z = oY :
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Einschub: Beweis:
d .
(logy @)’ = & = %) = wip = 7y (I die TABELLE: Z.15))

Wir schlieen diese auch fiir das iibernéchste Kapitel noch wichtige Liste der Differential-
quotienten mit den zyklometrischen Funktionen und den Area-Funktionen ab:

Fiir den

Arcus tangens fiir —7/2 < arctanx < 7/2 : (arctanx) = 1322

Einschub: Beweis: mit der Umkehrfunktion x = tany, wobei aus ‘;—Z =1/cos’y =
(cos?y +sin?y)/cos’y = 1 + tan?y = 1 + 22 folgt: (arctanz) = % = 1/(%) =

1/(1 4 2?). (In die TABELLE: Z.10!)

Analog fiir den

1
1—|—:c2

Arcus cotangens fiir 0 < arccot x < 7 : (arccot x)’

Aufgabe 5.4 Beweisen Sie das mit der Umkehrfunktion: x = coty.

Fiir den

Arcus sinus fiir —7/2 < arcsinz < 7/2 : (arcsinz)’ = 1 fir |z| < 1
/ /2 (ancsina)’ = ——L— fiir |«

Einschub: Beweis: mit der Umkehrfunktion x = siny, wobei aus % =cosy =

V(1 =sin?y) = /(1 = a?) fiir |z| <1 folgt: (arcsinz) = % =1/(4) = 1//(1 —2?).
(In die TABELLE: Z.8!)

Analog fiir

Arcus cosinus fiir 0 < arccosz < 7 : (arccosz)’ = —\/ﬁ fir |z <1
—x
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Aufgabe 5.5 Beweisen Sie das mit der Umkehrfunktion: x = cosy.

Die Area-Funktionen, die Umkehrfunktionen der Hyperbel-Funktionen, vervollstandi-
gen unsere Differentiationstabelle:

Fiir den

Area tangens hyperbolicus: (artanh z) = ﬁfﬁr lz] < 1

und den

1
-1

Area cotangens hyperbolicus: (arcoth z) = > fur |z| > 1.

Aufgabe 5.6 Beweisen Sie das mit der Umkehrfunktion x = tanhy, bzw. mit x = cothy.

Fiir den
Area sinus hyperbolicus: (arsinh z)’ = — 1 firzeR
V(1 +2?)

und

Area cosinus hyperbolicus: 0 < arcosh z :

(arcosh x)" = —1 fira>1
(2 —1

Aufgabe 5.7 Beweisen Sie das mit der Umkehrfunktion x = sinhy, bzw. mit x =

coshy > 1, eineindeutig nur fir y > 0.

Alle gewonnenen Ergebnisse finden Sie in der grofen DIFFERENTIATIONS-TABELLE
vereint, auf die wir spater noch oft zuriickkommen werden:
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TABELLE ZUR DIFFERENTIATION
Zeile F(z) F'(z) = (d/dx)F(z) Bemerkungen:
1 const 0
2 z ra" ! reR
3
4 sin x COS T
5 cosx —sinw
6 tanz 1/ cos® x r#(z+1/2)m, 2z € Z
7 cot x —1/sinx xF# 2w, 2 €L
8 | —m/2 <arcsinz < 7/2 1/4/(1 — 22 lz] <1
9 0 < arccosx < —1/4/(1 — x?) lz| <1
10 | —7/2 < arctanz < /2 1/(1+ a?)
11 0 < arccot & < 7 —1/(1 + 2?)
12 e’ e’
13 re r¥Inr 0<relR
14 In|z| 1/x x#0
15 log,, || 1/xInb r#0,0<beR, b#1
16 sinh = coshz
17 coshz sinh z
18 tanh x 1/ cosh®x
19 coth —1/sinh? T #0
20 arsinh x 1//(22+1)
21 0 < arcosh x 1/+/( x2—1 x>1
22 artanh x 1/(1—2? lz| < 1
23 arcoth x —1/(2* - 1) lz| > 1

Aufgabe 5.8 Differentiationsbeispiele

Bestimmen Sie die Differentialquotienten fir folgende Funktionen y = f(x) mit Konstan-
ten a, b, ¢ und d:
a) y =sin’(4r), b)y=exp(—(z/a)’), ¢)y= ==, d)y=In(3e*),

e) y = acosh l’a . f)y=az?exp(—bx), g)y = cos(ax+ b)sin(cx + d),
: 2
Z) Yy = (&Zi%?) s ]) Yy = arctan(l/x) + (:L‘/Q) (1nx2 _ 1n(m2 + 1))

Wy = e

Berechnen sie die ersten fiinf Ableitungen folgender Funktionen f(x), die wir im nédchsten
Kapitel brauchen werden:
n) f(z) =

k) f(x) =sinz, 1) f(z)=tanz,

und

m) f(x) = e’
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5.6 Numerische Differentiation

In manchen Féllen kann oder will man die Ableitung einer Funktion nicht analytisch
nach den Regeln des letzten Abschnitts berechnen, z.B. wenn man noch keine analytische
Form fiir den Graph einer Funktion gefunden hat. Dann ist man auf die numerische
Differentiation angewiesen.

Unsere Definitionsgleichung des Differentialquotienten aus Abschnitt 5.2:

~ m f(xo+ Az) — f(x0)
Az—0 Az

f'(o)

kann auch fiir die numerische Berechnung der Ableitung verwendet werden. Zum Punkt
(xo, f(z0)) sucht man dabei die Nachbarpunkte (z¢ + Az, f(zo + Ax)), berechnet jeweils
den Differenzenquotienten und lédsst Az gegen 0 gehen.

Da aber alle Computerzahlen nur mit einer bestimmten Genauigkeit (z.B. mit 8 Stellen)
gespeichert werden, treten bei den Differenzen f(xg + Az) — f(xo) Rundungsfehler auf,
die zwar absolut immer gleich grofl bleiben, aber relativ zum Wert der Differenz immer
grofler werden, so dass der Differenzenquotient mit kleiner werdendem Az immer genauer
f'(xo) approximiert, aber dann wegen der numerischen Rundungsfehler mit noch kleiner
werdendem Az grofler wird. Es muss also ein Kompromiss gefunden werden. Eine bessere
Approximation findet man, wenn man eine symmetrische Form der Definition wéhlt:

f(zo + Azx) — f(zo — Ax)
Az—0 2Ax

Mit Hilfe der Taylor-Entwicklung, die wir im néchsten Kapitel behandelten werden, kann
man zeigen, dass der Fehler durch die Symmetrisierung von Az f”(xg)/2! auf die GroBen-
ordnung von (Ax)?f"”(xq)/3! reduziert wird, also quadratisch mit Az kleiner wird.

5.7 Ausblick auf Differentialgleichungen

Zur Motivation dieses Kapitels iiber die Differentiation haben wir eingangs bemerkt, dass
viele Naturgesetze sich als Differentialgleichungen schreiben lassen. Was ist das, eine Dif-
ferentialgleichung?

Eine Differentialgleichung ist eine Beziehung zwischen einer gesuchten Funktion
f(x) und ihren Ableitungen f’'(x), f”(x),...

Wenn man z.B. die Auslenkung eines an einer Spiralfeder von der Decke herabhingenden
Gewichts aus seiner Ruhelage mit x(t) bezeichnet, wobei ¢ die Zeit darstellt, dann folgt,
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wenn man vom Luftwiderstand absieht, aus Newtons zweitem Gesetz folgende Differenti-
algleichung:
#(t) + w?x(t) =0 mit einer Konstanten w.

Wie die meisten Differentialgleichungen der Physik ist sie ,zweiter Ordnung®, d.h. der
hochste auftretende Differentialquotient ist eine zweite Ableitung der gesuchten Funktion.
Wihrend bei einer ,normalen® Gleichung, z.B. mit einer Unbekannten etwa 22 — 1 = 0,
die Zahlenwerte fiir x, hier x = £1, gesucht werden, sind bei dieser ,,Differentialgleichung®
jetzt Funktionen der Zeitvariablen x(t) als Losungen gesucht. Man sieht sehr schnell, dass
z(t) = sinwt eine Losung ist, da @(t) = wcoswt und folglich 7(t) = —w? sinwt. Aber ist
das die einzige Losung? Mit solchen Fragen werden Sie sich noch viel beschéftigen.

Aufgabe 5.9 Physikalische Differentiationen

Bilden Sie die erste ©(t) und die zweite &(t) Ableitung folgender Funktionen x(t) der Zeit
t mit den Konstanten xg, v, g, w, Wo, 7Y, P, bo, w, mqy und p:

Der Vergleich von &(t) mit Kombinationen von x(t) und (t) fihrt auf ,Differentialglei-
chungen®. Erkennen Sie die dadurch beschriebenen physikalischen Systeme? Was haben
die Konstanten fiir eine physikalische Bedeutung?

a) x(t) = xo + vot

b) (t) = 29 + vt — t2/2
c) z(t)
d) x(t)

xo coswt + L0 gin wt
”0(1 —e )

+ vOZQ/P(l _ efpt)

11n cosh(t\/_ T)

T Cosh vt + (vo/7y) sinh vt

(t
f)x(t
g) x(t

h) x(t) = e P xgcosty/w? — p? + LT ginty /w2 — p2
) () ( 7y e .

)
N
8

8

)
)
)=

i) x(t) =e " (xo coshty/p? — w? + % sinhty/p? — w2>
p2—w

. b 2w
7) x(t) \/(wg_w2‘32+4w2p2 oS (wt — arctan K_%)

k) x(t) = zo tanh(wt)

D) a(t) = 220 (1 — Lodn(l — LL — gt? /2 + wt

Sie werden spéter bei den Funktionen mehrerer Variabler noch kompliziertere Differentia-
tionsoperationen kennen lernen: mit Hilfe der sogenannten partiellen Ableitungen werden
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Sie Gradienten von Skalarfeldern sowie die Divergenz oder die Rotation von Vektorfel-
dern bilden. Wenn es aber darum geht, Zahlen auszurechnen, werden Sie nichts anderes
benotigen als das, was Sie hier gelernt haben.

Aufgabe 5.10 Partielle Ableitungen

Die Anderung von Funktionen mehrerer Variablen, z.B. von Feldern der drei Ortsvariablen
X1, To, T3, werden Sie spdter durch sogenannte partielle Differentialquotienten beschrei-
ben, bei denen jeweils nur eine der Variablen, z.B. x1, verdndert wird und alle anderen
konstant gehalten werden: hier xo = const und xrs = const. Ohne weiteres Verstindnis
der tieferen Hintergriinde konnen Sie diese ,partiellen Ableitungen, fir die dann eine
neue Bezeichnung (Nabla: <71) eingefihrt werden muss, nach dem oben Gelernten schon
jetzt berechnen. Dazu verfahren Sie genau so wie oben mit den verschiedenen Konstanten.
Berechnen Sie zum Beispiel:

a) ﬁ(:ﬁ +a2+23) b) d;;l(x% +xi+2i)  ¢) %(:cl;z@xg)

od [ 2x29 d 1
4) a:lllglo day (x%wtxg) und ¢) dxq \/

2 4 23 + 23
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Kapitel 6

TAYLOR-ENTWICKLUNG

Eines der groflen Anwendungsgebiete der Differentialrechnung wollen wir genauer un-
tersuchen, da es fiir alle Naturwissenschaftler unerlésslich ist, in den Schulen aber im
allgemeinen nicht oder nur sehr ungeniigend behandelt wird. Es handelt sich um die
Taylor-Entwicklung, die es ermoglicht, eine grofle Zahl der in den Naturwissenschaften
gebrauchten Funktionen f(x) in der Umgebung eines bestimmten Wertes z, der unab-
héngigen Variablen z, durch eine Potenz-Reihe darzustellen und zu berechnen.

6.1 Potenzreihen

Die bei weitem einfachsten Funktionen sind die Potenzen z™ mit natiirlichen Exponen-
ten n € N und die daraus allein durch Addition und Multiplikation gebildeten Polynome

P,(x) = > aya™. Deren Funktionswerte lassen sich schnell berechnen. Auch die aus
n=0

Folgen von polynomialen Partialsummen gebildeten Potenzreihen ) a,z™ erscheinen
n=0
uns noch relativ einfach im Vergleich zu der Vielfalt der behandelten elementaren und

ytranszendenten “ Funktionen. Potenzreihen konnen addiert und subtrahiert, falls sie ab-
solut konvergieren, auch multipliziert, dividiert und sogar gliedweise differenziert (und
spater auch integriert) werden. Wie schon wire es, wenn wir uns nur mit Potenzreihen
beschéftigen miissten!

Wir werden sehen, dass dieser Wunschtraum bis zu einem gewissen Grad realisiert werden
kann. Die Differentialquotienten sind die Schliissel dazu.
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6.2 Vorbild geometrische Reihe

Wir betrachten zuerst noch einmal das einfachste aller Polynome, die geometrische Sum-

m

me, Gp,(x) := > z™ mit den Koeffizienten a,, = 1 mit n € Ny, und die zugehorige
n=0

Potenzreihe, die geometrische Reihe:

Geometrische Reihe: G (z):= Z " =1+r+2?+ ot 4t 4
n=0

1
= —— fi] <1
T, ||

Darin haben wir bereits einen Prototyp fiir unseren Wunschtraum: Die rationale Funktion
1/(1—2) wird im offenen Intervall ]—1, 1[ um die Stelle 2y = 0 herum durch eine Potenzrei-

he, die geometrische Reihe Z x", dargestellt, d.h. durch die Summe aus der Konstanten

eins, der kaelhalblerenden Geraden der Normalparabel, einer Funktion dritten Grades,
usw. angendhert. Diese Reihe hat zwar unendlich viele Glieder; sie sind jedoch allein durch
Addition und Multiplikation berechenbar, und je nach Genauigkeitsanforderungen reichen
schon wenige Glieder aus. Allerdings existiert die Darstellung nur im Intervall | — 1,1],
wéhrend die Funktion 1/(1 — ) iiberall auler fiir x = 1 definiert ist.

Dieses Beispiel und Vorbild macht uns Mut zu folgenden Fragen:

1. Gibt es auch fiir andere Funktionen Potenzreihen, die sie in gewissen Intervallen
darstellen 7

2. Wie erhélt man die zugehorigen Koeffizienten a,, 7
3. Wie viele verschiedene solche Reihen gibt es fiir eine Funktion ?

4. Wie gut ist die Konvergenz bzw. wie grof} ist der Néherungfehler beim Abbruch der
Reihe 7

6.3 Form und Eindeutigkeit

Ehe wir uns mit der Existenzfrage beschéftigen, wollen wir uns den Fragen 2 und 3 zu-
wenden: Um Information iiber die moglichen Eigenschaften der gesuchten Entwicklung zu

102



erhalten, wollen wir zunédchst einmal annehmen, wir hitten schon eine Potenzreihe:

f@) = ana" = ag+ a1z + a2’ + asz® + agz + ..

n=0

mit f(0) = ay gefunden, die die betrachtete Funktion f(x) in einem Intervall z.B. fur
|z| < R um den Nullpunkt herum darstellt. Da alle Funktionen unserer Grundausstattung
unendlich oft differenzierbar sind, kénnen wir die Ableitungen der Potenzreihe gliedweise
der Reihe nach berechnen:

f(z) = Znanxnfl = ay + 2as + 3asx® + dagx® + ...
n=1

!
0
mit f'(0) = ay, alsoa; = %‘)
()= n(n—1)a,2" 2 =2ay + 3 2azx + 4 - 3asx* + . ..
n=2
i
0
mit f(0) = 2as, also ay = f2(' )
M(x) = Z n(n —1)(n — 2)a,z"* = 3lag + 4lagz + . ..
n=3
f///(o)

mit f'(0) = 3! a3, alsoaz =

3!
Allgemein

fPz) =nl ap + (n4 D! apprz + (0 + 2)lap00? + ...
f(0)

n!

mit £ (0) = n! a,, also a, =

Wir erhalten so die gesuchten Koeffizienten a,, aus den Ableitungen f(0) der darzustel-
lenden Funktion an der Entwicklungsstelle zy = 0. Falls also eine Potenzreihen-Darstellung
unserer Funktion existiert, hat sie folgende Form und wir nennen sie:

. & M0,
Taylor-Reihe: f(x)= > B
n=0 '

Nach der angegebenen Konstruktion sind die Koeffizienten iiberdies eindeutig, so dass
wir auch die Frage 3 beantwortet haben.
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Unsere Uberlegungen zeigen uns auch, dass die darzustellende Funktion notwendiger-
weise beliebig oft differenzierbar sein muss, wenn eine Taylor-Reihe existieren soll.
Dass diese notwendige Voraussetzung nicht hinreichend fiir die Existenz der Taylor-
Reihe ist, sieht man aus folgendem Gegenbeispiel: Die unten abgebildete Funktion, f(z) =
exp(—1/z?%) fir x # 0 und f(0) = 0, ist zwar {iberall unendlich oft differenzierbar, alle
ihre Ableitungen f(™(0) = 0 verschwinden jedoch an der Stelle # = 0, so dass keine
Taylor-Reihe um 0 gebildet werden kann.

y = expi-1ix?)
1
-3 -2 -1 1 2 3

Bild 6.1: Graph der Funktion f(x) = exp(—1/x?) fiir z # 0 und f(0) =0

Aufgabe 6.1 Berechnen Sie als Konsistenztest die Taylor-Reihe unseres Vorbilds, der
geometrischen Reihe, fir |z| < 1.

10 I
Zx"+x®
n=0

/

“, ,___-—-—"'_""FF.#— .
—— -,
i _— %
-1 1

-5

Bild 6.2: Aufbau der geometrischen Reihe
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6.4 Beispiele aus der Funktionen-Grundausstattung

Wir betrachten zunéchst Beispiele aus unserer Funktionen-Grundausstattung.

6.4.1 Rationale Funktionen

Die Funktionen 2™ mit natiirlichen Exponenten n € N sind bereits einfache Spezialfille
von Potenzreihen mit einem einzigen Term. Potenzen von x mit negativen Exponenten
sind fiir x = 0 gar nicht definiert.

Jedoch kann die allgemeine binomische Reihe mit reellem Exponenten r € R ent-
wickelt werden:

f@) = L+ a) = 3= ()an = 1+ fro+ g tlor y =T =B

mit dem verallgemeinerten Binomialkoeffizient (7) := T(T_l)(r_i)!"'(T_"H) und (f) := 1.

Zum Bewelis:

() =r(l+2)" 1, f"(@)y=r(r—1)(1+2)2,

(@) =r(r -1 —2)(1+2)"3, ... USW.
allgemeinf™(z) =r(r — 1)(r—2)...(r —n+ 1)(1 +z)"™"
e Jo=1. 70 =r,

f70)=r(r—1), f70)=r(r—1)(r—2), ... usw.
allgemeinf™(0) = r(r —1)..(r —n + 1)

insgesamt: . i — el — 1)(r —

(L+2) =1+o+ (2! 1)x2+ ( 13)!( 2)x3+...

=1+ Zr(r —1)(r—2)..(r—m+1)/nl 2" = Z (:;):L'”

Einige Spezialfdlle sind von besonderer Wichtigkeit:

Zunachst finden wir fiir natiirliche r = n € N unsere frither abgeleitete binomische Formel

wieder fiir den Spezialfall @ = 1 und b = x, da die Potenzreihe im Fall natiirlicher
Exponenten abbricht: = /m

1 n — n

ey =3 (1)
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Fir negative r € Z ergibt sich, z.B. fiir » = —1 erneut die alternierende geometrische
Reihe

1 [e.e]
=l—z+22—-22+... = —1)"x",
(14 x) nz;( )
und fiir r = —2 deren negative Ableitung:
=1-2z+32"—42° £ ... =) (=1)*(n+1)z".
e > -1+ 1)

Fiir gebrochene r € Q, z.B. r = 1/2 oder —1/2 erhalten wir die haufig gebrauchten
Reihenentwicklungen der Quadratwurzel im Zéhler bzw. Nenner:

Vitr=1+(1/2)x— (1/8)z* + (1/16)a® — (5/128)z* & ... bzw
/v +2)=1-(1/2)x + (3/8)x* — (5/16)x> + (35/128)z* F . ..

Aufgabe 6.2 Berechnen Sie die Taylor-Reihen von (1 + x)" firr = —3, 1/3 und —1/3.

6.4.2 Trigonometrische Funktionen

Als néchstes Beispiel wihlen wir eine der trigonometrischen Funktionen, und zwar den
Sinus:

Flx) =sinz = 3 (=1)"a2 /(20 + 1) = 2 — 233! + 25 /5] — 27T + ...
n=0
Zum Beweis: f'(z) = cosz, f"(z) = —sinx,
f"(x) = —cosz, f@(z) =sinz, ...
it (0) =0, f'(0) =1,
f(0) =0, f70) = -1,
F(0) =0,
insgesamt: sinx = i (—=1)"z*+1/(2n + 1)!
n=0
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Einschub: : Daraus sieht man erneut, was wir im FEinschub von Abschnitt 4.9
geometrisch nach I’Hopital bewiesen hatten, dass

lim sinz lim & —23/3+2°/5! F
z—=0 X z—0 x

S = lim(1—2%/3!+2%/5!F..)=1
xl_%( /3 4+ 2%/l F..)

Analog erhélt man fiir den Cosinus:

o0

f(z) =cosx = 2(—1)"m2”/(2n)! =1—a?/2+ 2" /4 —28/6! + ...

Aufgabe 6.3 Beweisen Sie die Taylor-Entwicklung der Cosinus-Funktion.

n 3
E( 1) (2“)' + 'l

-1 1 \2 3 4 5

Bild 6.3: Aufbau der Taylor-Entwicklung fiir die Cosinus-Funktion
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6.4.3 Exponentialfunktionen

Besonders einfach zu berechnen ist die Reihe der natiirlichen Exponentialfunktion:

flz)=¢® = Z2—7:1—|—x+:c2/2—|—:1:3/6—|—x4/24+...
n=0 """

denn f'(z) = ... = f™(z) = €%, mit £(0) = f™(0) = 1.

Speziell fiir z = 1 erhalten wir e = ) %, die Reihe, mit der wir die Zahl e definiert

n=0
hatten.

20

16 | /
10 | /

5L
Bild 6.4: Aufbau der Taylor-Entwicklung fiir die Exponentialfunktion
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Einschub: : Aus dieser Reihe kénnen wir leicht erneut den Grenzwert
lim(e® —1)/z = lim(1 4+ +2%/24+2%/6+... —1)/x
x—0 x—0
=lim(142/2+2%/64..)=1
x—0

berechnen, der uns friher in Aufgabe 4.14d einige Miihe bereitet hatte.

Die Umkehrfunktion der natiirlichen Exponentialfunktion, der natiirliche Logarithmus

kann nicht um x = 0 entwickelt werden, da hH(l) Inz = —oo ist. Es gibt jedoch eine
Tr—r

Entwicklung fiir

f(x) =In(z+1) = i(—l)"“% =x—2?/2+23/3F....

n=1

Aufgabe 6.4 Beweisen Sie diese Taylor-Entwicklung fir In(x + 1).

In der folgenden Tabelle haben wir fiir einige besonders héufig auftretende Funktionen
jeweils die ersten beiden Terme der Taylor-Entwicklungen zum Auswendiglernen zusam-

mengestellt.
f(z) | £(0) +xf'(0)
(1+a2) l+r- -z
sin T
COS T 1
exp x 14+
In(1 + z) x

6.4.4 Weitere Taylor-Reihen

Mit diesen wenigen Taylor-Reihen erhalten wir leicht eine grofie Zahl weiterer Entwick-
lungen, wenn wir beriicksichtigen, was wir frither iiber das Rechnen mit Reihen gelernt
haben. Als Beispiel fiir eine Linearkombination zweier Taylor-Reihen berechnen wir
die Entwicklung des Sinus hyperbolicus:

x —w

f(x) =sinhz = Z

n=0

TL

2n'

> p2ntl
_ 3 5 7
_nE ) s =a+a/3+ a7 /5l [T+

Uberraschenderweise ist das genau die Taylor-Reihe des trigonometrischen Sinus, nur ohne
die Vorzeichenwechsel, was ein Licht auf die Namensgebung wirft.
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Ein weiteres Beispiel zeigt, wie man die Taylor-Reihe des Produkts zweier Funktio-
nen aus den Taylor-Reihen der Faktoren erhélt, indem man die beiden Reihen einfach
multipliziert und das Ergebnis nach Potenzen sortiert:

f(z) =€e®sinx = (nzzo %) (mzzo(—l)m—(;n n 1)!>

=(4+z+2*/2+2°/6+2"/24+ .. )(x —2/31 +2° /5 — 2" /T £+ ..)
=x4+22+ 3 -1D2*/3 + (1 —1)z*/31 4+ (1 — 10 4+ 5)2° /5! + . ..
=422 +2%/3-2°/30+. ..

Auch bei verketteten Funktionen, bei denen man die Taylor-Reihen der inneren und
duleren Funktion kennt, ist es oft einfacher, diese ineinander einzusetzen, als die Diffe-
rentialquotienten direkt zu berechnen, etwa

f(z) = exp(sinz) = Z (Z(—l)mm) /n!

n=0 \m=0
=1+ (@x—2*/3+.. )+ (@ —2*/3+..)%/2+ (x —2*/3 +...)% /3 + ...
=14+a+22/24+ (1 -1)2%/3 + (1 —4)z*/4l + ...
=1+a+2*/2-2"/8+...

Aufgabe 6.5 Berechnen Sie die Taylor-Entwicklungen folgender Funktionen

a) des hyperbolischen Cosinus: cosh x,
b) einer ,Gaup-Glocke®: exp(—z?),

c) von 1/(1 — x)? durch gliedweise Differentiation der geometrischen Reihe.

Aufgabe 6.6 Berechnen Sie die ersten vier Terme der Taylor-Entwicklungen

a) von tanx durch Division der Reihen,
b) des Produkts e sinz direkt durch Berechnung der Ableitungen,
c) der verketteten Funktion exp(sinz) ebenfalls direkt.

6.5 Konvergenzradius

Bereits bei unserem Vorbild, der geometrischen Reihe, war die Giiltigkeit der Reihenent-
wicklung auf das Intervall |z| < 1 um den Nullpunkt herum beschrankt. Auch bei den
anderen Taylor-Reihen, selbst wenn die darzustellenden Funktionen in einem abgeschlosse-
nen Intervall (d.h. einschliefllich der Randpunkte) unendlich oft differenzierbar sind, ist die
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Konvergenz im allgemeinen auf das Innere eines zum Nullpunkt symmetrischen Intervalls
beschriankt: |z| < R. Die Zahl R wird ,,Konvergenzradius®“ genannt, wobei das Wort
,Radius“ erst in der Funktionentheorie, d.h. bei Potenzreihen von komplexen Zahlen ver-
stdndlich wird. Innerhalb dieses durch R begrenzten symmetrischen Konvergenzbereichs
konvergieren alle Taylor-Entwicklungen allerdings dann sogar absolut. Aulerhalb, d.h. fiir
|z| > R, sind sie divergent. Die Konvergenz in den beiden Randpunkten muss in jedem
Einzelfall genauer untersucht werden.

Die Mathematiker stellen uns (durch Vergleich z.B. mit der geometrischen Reihe) Metho-

den bereit, um den Konvergenzradius zu bestimmen. Wir wollen nur eine dieser hinrei-

chenden Bedingungen fiir die absolute Konvergenz einer Reihe f(z) = Y a,z"
n=0

hier angeben, nidmlich das von D’Alembert stammende Quotienten-Kriterium, nach
dem der Konvergenzradius folgendermaflen geschrieben werden kann:

. ™ (0) (n +1)!
B nirﬁo‘fn!(fg’l%(())) ’

Qp,
Ap+1

R = lim

n—oo

Damit erhalten wir z.B. fiir die allgemeine Binomialreihe:

rir—=1)...(r—=n+1)n+1)!

' (n+1)
nlr(r—1)...(r—nmn—14+1) = o

(r—mn)

jedoch fiir den trigonometrischen und den hyperbolischen Sinus:

R = lim

n—0o0

:|_1|:17

R = R[sinhz;0] = lim = lim 2n +2)(2n +3) =

‘(2(n+1)+1)!'

sowie fiir die Exponentialfunktion:
1!
R = lim | "D '_ lim (n+ 1) = 00
n—oo n!' n—oo

d. h. die ganze reelle Achse als Konvergenzgebiet.

Aufgabe 6.7 Was kinnen Sie tiber die Konvergenzradien fiir folgende Taylor-Reihen um
xo = 0 sagen: a) cosx und coshx, b) 7=, ¢)In(l+z) und d)tanz?
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6.6 Genaue Regeln fiir das ungenaue Rechnen

Auch wenn die Physik das Paradebeispiel fiir eine exakte Wissenschaft ist, sind Appro-
ximationen an der Tagesordnung. Das Entscheidende fiir die exakten Wissenschaften ist,
dass man eine Ndherung begriindet, konsequent durchfiithrt und die Genauigkeit zu kon-
trollieren imstande ist.

Oft ist es z.B. nicht sinnvoll, genauer zu rechnen als der Messfehler des Experiments.
Auch in der Mathematik ist es manchmal ausreichend, den Wert einer Funktion f(x) aus
der Taylor-Reihe nur bis zur Ordnung m auszuwerten d.h. nur die ersten m Glieder
mitzunehmen. Wir schreiben das dann folgendermaflen:

fa) = 35 L0y oeme,

n=0

Dabei bedeutet O(x™1), dass der weggelassene Term mindestens von der Ordnung 2™ !

ist, also m + 1 oder mehr Faktoren x enthélt.

Wir wollen hier die Regeln fiir das approximative Rechnen zusammenstellen. Dabei besteht
die Approximation darin, dass wir konsequent bis zur Ordnung x™ alle Terme mitnehmen.
Welche Regeln sich daraus ergeben, zeigen wir am einfachsten, aber haufig auftretenden
Fall m = 1, d.h. wenn die Reihe schon nach dem zweiten Term abgebrochen wird:

f@)=f0)+a f(0)+0(*) = fo+z fo+O0(2%)

Dabei verwenden wir folgende Abkiirzungen fy, = f(0) und fj = f'(0).

Wir betrachten eine zweite Funktion mit analogen Bezeichnungen:
g(x) = go + - gy + O(2?).

Beachten Sie, dass wir in den Entwicklungen fiir f(z) und g(z) denselben Ausdruck O(z?)
verwenden: O(z?) steht nicht fiir einen bestimmten numerischen Wert, sondern ist nur eine
symbolische Schreibweise fiir das, was weggelassen wurde.

Fiir das Produkt der beiden Funktionen f(z) und g(x) ergibt sich dann:

f(@) - g(x) = fogo +=(fogo + fogs) + 2*fogo + (fo+ 2+ fo + g0 + 7 - gp)O(%)

Hier sind die ersten drei Terme klar definiert, im letzten werden jedoch konkret angegebene
Ausdriicke mit dem Symbol O(z?) multipliziert. Was bedeutet das?
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m

Wir kénnen schreiben O(z?) = > a,2™ mit irgendwelchen Koeffizienten a,,. Dann ldsst
n=2

sich der erste Teil des interessierenden Ausdrucks schreiben als

F00(z?) =Y (foan)a™ = bua" = O(a?),
n=2 n=2

da diese Reihe wieder mit 22 beginnt, wenn auch mit anderen Koeffizienten b, = fya,,.
Weiterhin gilt:

m m

rfi0(%) =Y (flan)r" = cua” = 0(a?),

n=2 n=3

weil diese Reihe mit einem x3-Term anfingt. Fiir die Summe erhalten wir
(fo+2f5)0(*) = O(z%) + O(2%) = O(a?),

denn die niedrigste und in der Umgebung des Ursprungs dominante Potenz ist 22. Wenn
wir in dem Ausdruck fiir das Produkt f(x)g(x) auch den dritten Term als von der Ordnung
22 identifizieren und zu den iibrigen hinzuschlagen, erhalten wir insgesamt:

f(@) - g(x) = fogo + x(fogo + fogo) + O(?).

Diesen Ausdruck hétten wir auch erhalten, wenn wir die Taylor-Reihe fiir die Produkt-
funktion F'(x) := f(x)g(x) berechnet hitten

F(z) = F(0) + zF'(0) + O(a%),

wobei F'(0) = fogo ist und die Produktregel bei der Differentiation F’(0) = figo + fogi
ergeben hitte. Noch eine Warnung : Ubereifrige kénnten meinen, man solle doch in dem
approximativen Ausdruck fiir f(z)g(z) wenigstens noch den leicht berechenbaren Term
22 f{ g mitnehmen. Das wiire jedoch inkonsequent, da andere Terme derselben Ordnung
nicht beriicksichtigt wurden.

Fiir die r-te Potenz einer beliebigen Funktion f(z) ergibt sich:

fr@) = ff(+ 2y = fr+redh) + 0(a?),

wobei wir die allgemeine binomische Reihe (1+z)" = 1+7-x+ O(z?) aus unserer kleinen
Tabelle entnommen haben. Speziell fiir r = —1, d.h. das Inverse einer Funktion f(z)
folgt:
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J7H @) = f7N (= 28 + 0(a?).

Man erhélt diese Entwicklung natiirlich auch, wenn man die Taylor-Reihe fiir die inverse
Funktion nach dem zweiten Glied abbricht.

Bei mittelbaren Funktionen F(z) = f(g(z)) schreibt man am einfachsten die Taylor-
Entwicklung direkt hin

flg(x) = f(g(0) +f'(9(0) ¢'(0) + O(2?)

Als numerisches Beispiel betrachten wir die Aufgabe (1,2)Y/2 = (1 +0,2)"/% = 1+
0,2/20 + 0((0,2)%) = 1,01 + O(0,04), wihrend der exakte Wert 1,00915 ist, der Fehler
also bei 0, 0008 liegt.

Aufgabe 6.8 Entwickeln Sie um die Stelle x = 0 bis zur ersten Ordnung:
a) (1+x)e*, b)e*sinz, c¢)/S8+x, d)sinzcosz, e) —=— wund f)exp(sinx)

cosh x

Aufgabe 6.9 Berechnen bis zur ersten Ordnung und vergleichen Sie jeweils mit den ex-
akten Werten:

a)sin0,1, b)e®, ¢)In0,8=Imn(1-0,2) wund d)17/*= (164 1)"/4

6.7 Giite der Konvergenz: Restglied

Nach den Ergebnissen aus den letzten Abschnitten bleibt nur noch die Frage 4 nach der
Giite der Konvergenz: Auch wenn wir der Konvergenz der Reihe sicher sind, ist es
natiirlich nicht unwesentlich, wie grof der Fehler wird, wenn man statt der unendlichen

Potenzreihe nur ein
(n)
! n‘(o) x™ verwendet.

N&herungspolynom m-ten Grades: P, (z) = )
n=0

Anstatt das

Restglied r,,(z) := f(z) — Pn(x)
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genau zu berechnen, wollen wir nur eine Formel angeben, die aus dieser Rechnung her-
vorgeht und dazu dienen kann, r,,(x) abzuschétzen, die sogenannte

Lagrange-Form des Restglieds: r,,(z) = (
wobei 0 < 0 < 1.

Der Ausdruck setzt uns zunéchst in Erstaunen, denn er hat die leicht einpriagsame Form
des (m + 1)-ten Gliedes der Reihe, d.h. des ersten weggelassenen Terms, soll jedoch fiir
die ganze Restreihe stehen. Dieser scheinbare Widerspruch wird dadurch aufgeklart, dass
die (m + 1)-te Ableitung im Restglied nicht wie beim (m+1)-ten Glied der Reihe am
Entwicklungspunkt 0 zu nehmen ist, sondern an einer unbekannten Zwischenstelle 6x
zwischen dem Entwicklungspunkt 0 und der interessierenden Stelle x, ausgedriickt durch
die unbekannte Zahl # mit 0 < 6 < 1. Wegen dieser Unbekanntheit von 6 lidsst sich das
Restglied im allgemeinen nicht ausrechnen, sondern nur

. (mAD) () ||z +
abschitzen: |r,,(z)| < max mt1)!

Aus dieser Abschatzungsformel sieht man, dass der Fehler klein wird mit der (m + 1)-ten
Potenz des Abstands der untersuchten Stelle x vom Entwicklungspunkt 0, dass es also
glinstig ist, mit dem Entwicklungspunkt moglichst nahe an den interessierenden Punkt
heranzugehen.

Als Beispiel wollen wir sin 100° = sin(57/9) bis auf r5(x) berechnen mit der in Abschnitt
6.4.2 gewonnen Taylor-Reihe um den Punkt zo =0

sing =2 —2%/3! 4+ 2°/5! — r5(x) :

Wir erhalten: sin(57/9) = 0,9942 — r5(57/9), wobei die Restgliedabschitzung mit § = 0
ergibt:
lr5(57/9)| < (57/9)7 /7! = 0, 0098.

Der exakte Wert ist 0,98480... und seine Differenz zum Naherungswert betréigt 0,0094.

Aufgabe 6.10 Berechnen Sie die quadratischen Glieder der Taylor-Entwicklungen und
die Restglieder ro(x) in unserer Tabelle aus Abschnitt 6.4.3. Wihlen Sie dazu z.B. fir
r=1/2, —1/2 und —1 und schdtzen Sie die Fehler ab: Bei welchen Stellen x betragen die
relativen Fehler ro(x)/ f jeweils 1% bzw. 10% ¢

Aufgabe 6.11 Berechnen Sie v/e3 mit der Taylor-Reihe wm xo = 0 bis auf rs.
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6.8 Taylor-Entwicklung um beliebigen Punkt

Nachdem wir gesehen haben, wie sehr es bei der Anwendung der Taylor-Entwicklungen
zur Berechnung von Funktionswerten in der Ndhe von Entwicklungspunkten, an denen
die Funktion bekannt ist, auf die Ndhe zur Entwicklungsstelle ankommt, wenden wir
uns schliellich dem Problem der geschickten Wahl der Entwicklungsstelle zy zu, die wir
zunéchst immer gleich 0 gesetzt haben.

Wir erhalten die allgemeine Taylor-Entwicklung um eine Stelle z, aus unserer
bisherigen Form ganz einfach, indem wir x iiberall durch y := x — xy setzen und die
erhaltene Funktion von y in der Umgebung von y = 0 entwickeln. So ergibt sich fiir
unendlich oft differenzierbare Funktionen f(z) die Form und Eindeutigkeit der allgemeinen

oo £(n)
Taylor-Entwicklung um den Punkt zq : f(z) = > fn—(,xo)(x — x9)",
n=0 :

fiir den Konvergenzradius R das hinreichende Quotienten-Kriterium:

1 f (x0) (n+1)
= m | =750,

Qp

R = lim
An+1

n—o0

und fiir den Fehler beim Abbrechen nach dem m-ten Glied:

die Lagrange-Form des Restglieds:

_ M (o + 0(x — ) n+1
rm(®) = minr (T )

wieder mit 0 < 6 < 1.

Als Beispiel entwickeln wir die Sinus-Funktion f(z) = sin jetzt um den Punkt zy = 7 :

o0

f() =sinz = Y (~=1)"(@ — 5)*/(2n)

n=0

:1—(3:—5)2/2!+(x—g)4/4!j:...
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Zum Bewelis:

f'(z) = cosx, f"(z) = —sinw,
f"(x) = —cosx, f9(z) =sinz, ...
mit
Ty = Iy =
m T
" 2N = _1 " 2N =
(3 =1 ()=
@y
%) =1,
insgesamt: sinz =1 — (z — 5)?/21 + (x — L)' /4l + ... = i (=1)™(x —5)*/(2n)!
n=0
mit dem Konvergenzradius R = lim [(2(n + 1))!/(2n)!| = lim |(2n + 1)(2n + 2)| = oo.
n—00 n—00

Wir wollen sogleich {iberpriifen, wie das néher bei 100° liegende Entwicklungszentrum

o = 5 unsere in Abschnitt 6.6 mit dem Entwicklungszentrum zy = 0 durchgefiihrte

Berechnung von sin 100° = sin(107/18) verbessert:
sine = —1 — (v — m/2)?/2! + (v — 7/2)* /4! — ry(x) :
Wir erhalten: sin(107/18) = sin(w/2 + 7/18) = 0,984807773 — r3(107/18),
wobei die Restgliedabschéitzung mit 6 = 0 ergibt
lr4(107/18)| < (7/18)°/6! = 3,93 - 1075,
Das ist zu vergleichen mit der frither erhaltenen Fehlerabschitzung von 9,38 - 1073, d.h.

durch die giinstigere Wahl des Entwicklungszentrums konnte der Fehler bei vergleichbarem
Rechenaufwand um mehr als vier Gréolenordnungen herabgesetzt werden.

Fiir andere gesuchte Zwischenwerte konnen wir den Sinus auch um zy = 7/4 entwickeln:

f(z) =sine = (1/V2)[1 + (x —7/4) — (x — 7/4)?/2! — (x — 7 /4)3 /3! + + — — .. ]

denn f'(z) = cosz, f"(z) = —sinz, f"(x) = —cosxz, fW(z) =sinz,...

it (r/4) = V2. w/4) =1 /) = VB S /4 = UV S04 =
1/v/2,

insgesamt: sinx = (1/v2)[1 4 (v — 7/4) — (v — 7/4)?/2! — (x — 7/4)? /3! + + — — ...
mit dem Konvergenzradius R = li_>m |(n+1)!/nl| = li_>m In + 1| = co.

Jetzt konnen wir auch eine Entwicklung des natiirlichen Logarithmus angeben, etwa
um xg = 1:
117



f(x)=Inzx = i(—l)”“(m —1)/n=(x—-1)—(z—-1)%/2+ (x—-1)3/3+...

n=1

Wenn wir darin x durch x + 1 ersetzen gelangen wir wieder zu unserer fritheren Taylor-
Entwicklung von In(z 4+ 1) um den Punkt 0.

Aufgabe 6.12 Bestimmen Sie die Taylor-Entwicklungen und Konvergenzbereiche:

1) sinx um den Punkt xo =,

2) e* um den Punkt zo =1,

3) e um den Punkt xo =2 und

4) beweisen Sie die oben angegebene Entwicklung von Inx um den Punkt xo = 1.

Aufgabe 6.13 Berechnen Sie vVe? bis auf 3, jetzt aber mit der Taylor-Reihe um xo = 1,
und vergleichen Sie mit der Rechnung bei xo = 0 in Aufgabe 6.11.

Sie werden im Verlauf Thres Studiums noch viele andere Entwicklungen kennenlernen
und selbst durchfithren. Auch fiir Felder gibt es Taylor-Entwicklungen, z.B. die berithmte
Multipol-Entwicklung. Sie werden die in den Naturwissenschaften hiufigen periodischen
Funktionen nach Fourier ,,im quadratischen Mittel“ mit Cosinus und Sinus als Basisfunk-
tionen entwickeln und spéter auch nichtperiodische Funktionen mit Hilfe der Exponential-
funktion ,nach Fourier transfomieren“. Komplexe Funktionen kénnen sogar in einer gewis-
sen Umgebung von bestimmten Singularitdten nach Laurent entwickelt werden. Schliefllich
werden Sie in der Quantenmechanik verschiedene storungstheoretische Entwicklungen um
die wenigen exakt losbaren Systeme durchfiihren, wie den harmonischen Oszillator. Die
theoretische Physik ist zu einem betréchtlichen Teil die hohe Kunst des Entwickelns.
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Kapitel 7

INTEGRATION

Das zweite Standbein der mathematischen Methoden fiir alle Naturwissenschaften ist die
Integralrechnung. In gewissem Sinn ist die Integration die Umkehrung der Differentiation.
Wihrend diese einer Funktion f(x) ihre Steigung f’(z) zuordnet, beschéftigt sich die In-
tegralrechnung mit Problemen, bei denen etwas iiber die Steigung einer Funktion bekannt
ist und Funktionen mit dieser Steigung gesucht werden. Diese Aufgabe ist viel schwieriger
als die der Differentiation, hat aber eine zentrale Bedeutung in den Naturwissenschaften.
Es hat sich ndmlich herausgestellt, dass die Grundgesetze der Mechanik, der Elektrody-
namik und der Quantenmechanik in Form von Differentialgleichungen formuliert werden
kénnen, die Aussagen iiber die Ableitungen von Funktionen machen. Z.B. sagt das zwei-
te Newtonsche Gesetz iiber die Bahnkurve z(t) eines Teilchens unter dem Einfluss einer
Kraft K etwas iiber die zweite Ableitung, also die Beschleunigung:

Fiir eine gegebene Kraft z.B. die Schwerkraft oder eine elektrische Kraft soll daraus die
Bahnkurve ermittelt werden. Integrieren heiffit da einfach, Losen der Grundgleichungen
bzw. Anwenden der Theorie auf die verschiedenen in der Praxis vorliegenden Félle.

In den vorhergehenden Kapiteln haben Sie das Handwerk des Differenzierens gelernt und
eingeiibt. Es ist eigentlich nicht so schwierig, wenn man einige Regeln beherzigt. Das
Integrieren dagegen ist eine ,Kunst“, wie Sie bald sehen werden. Aber wie noch kein
Kiinstler vom Himmel gefallen ist, sondern sein Talent erst durch Lernen, Sammeln von
Erfahrungen und Uben entwickeln muss, so ist es auch beim Integrieren. Dazu sollen die
néchsten Abschnitte Thnen Gelegenheit geben.
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7.1 Arbeit

Wir betrachten wieder zunéchst die gleichférmige Bewegung eines Massenpunkts auf
einer Geraden, z.B. den Schwerpunkt eines Autos auf einer Autobahn. Nachdem wir die er-
ste Frage nach der Geschwindigkeit mit Hilfe der Differentialrechnung beantwortet haben,
fragen wir mit den Physikern eine Schicht tiefer nach dem Grund: Warum bewegt sich das
Auto auf dem geraden ebenen Autobahnabschnitt mit der beobachteten gleichférmigen
Geschwindigkeit? Klarerweise ist die Ursache der gleichférmigen geradlinigen Bewegung
nach Newton eine Kraft, und zwar die Kraft K, mit welcher der Motor den Wagen gegen
Trégheit, Wind und andere Reibungsverluste vorantreibt. Spétestens beim Tanken kommt
dann die Frage nach der Arbeit A, die der Motor auf der zuriickgelegten Strecke Ax
geleistet hat. Diese Arbeit ist umso grofler, je grofler die bendtigte Kraft war, und ist
auflerdem der zuriickgelegten Wegstrecke Az proportional, ja sie ist genau gleich dem
Produkt dieser beiden Groflen: A = KAz, geometrisch gleich der Rechtecksfliche aus
K mal Az, wenn wir etwa in einem kartesischen, d.h. rechtwinkligen Koordinatensystem
den zuriickgelegten Weg x in Richtung der 1-Achse und die jeweils wirkende Kraft K in
Richtung der 2-Achse auftragen.

Ax=b-a

Bild 7.1: Konstante Kraft K als Funktion der zuriickgelegten Wegstrecke von a bis b =
a + Ax. Das Rechteck A = KAx wurde getont.

Nach diesem idealisierten Fall einer konstant wirkenden Kraft gehen wir sogleich zu dem
realistischeren Fall iiber, dass die Kraft sich auf der Strecke &ndert, z.B. durch Gasgeben
von einem Anfangswert K linear anwichst: K(z) = sz + Ky :
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Koo, A=KE)Ax=K((atbh)i2)(b-a)
ik K=sx+K,

a %=a;b b

Ax=b-a

Bild 7.2: Linear vom Anfangswert K, nach K (z) = sx + K, anwachsende Kraft iiber dem
zuriickgelegten Weg = zwischen den Punkten a und b

Aus dem Bild sehen wir sofort, wie wir uns behelfen, wenn beim Tanken wieder die
Frage nach der auf der ganzen Strecke geleisteten Arbeit auftaucht. Wir nehmen den
Mittelwert £ = (a + b)/2 zwischen dem Startpunkt ¢ und dem Endpunkt b, lesen den
entsprechenden Funktionswert der Kraft K({) = K((a + b)/2) ab und multiplizieren
diesen mit der zuriickgelegten Wegstrecke Ax =b —a :

A=K()Ar = K(“)(b— a).

2

Damit haben wir die physikalische Frage nach der Arbeit auf die geometrische Fragestel-
lung nach der ,,Flache unter der Kraftgeraden iiber dem Intervall Ax*, genauer
nach dem Inhalt der Flédche zuriickgefiihrt, die von einer Funktion nach oben, der Geraden
x = a nach links, der Geraden = = b nach rechts und der 1-Achse K (x) = 0 nach unten
begrenzt wird. Die weitergehende Frage nach der Arbeit bei einer nach einer beliebi-
gen Funktion variablen Kraft ist damit zuriickgefithrt auf das mathematische Problem
der Bestimmung des Flidcheninhalts eines Rechtecks, bei dem eine (hier die obere) Seite
durch eine krumme Linie ersetzt ist. Wir wollen im folgenden sogleich diese allgemeinere
mathematische Fragestellung untersuchen und einer Losung zufiihren, die dann auch alle
Wiinsche der Physiker nach der Arbeit und dariiber hinaus noch viele andere Wiinsche
erfiillt.
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7.2 Flache unter einer Funktion iiber einem Intervall

Den gesuchten Fldcheninhalt F'(f(x);a,b) ,unter” einer beliebigen beschriankten steti-
gen, aber zunéchst positiven Funktion f(z) > 0 ,iiber* der endlichen Wegstrecke ,zwi-
schen“ Anfangspunkt a und Endpunkt b, oft auch einfach F, (b)genannt, erhalten wir nach
dem oben fiir eine Gerade angedeuteten Rezept: Wir teilen die zu berechnende Fléche in
viele schmale senkrechte Streifen, deren obere Seiten anndhernd gerade sind, berechnen
die Flacheninhalte der Streifen wie oben, summieren die einzelnen Anteile auf und las-
sen schlieflich die Zahl der Streifen iiber alle Grenzen wachsen in der Hoffnung, so den
gesuchten Flacheninhalt als Grenzwert zu finden.

Wir wollen diesen Grenzprozess ein einziges Mal im einzelnen schildern und dann stan-
dardisiert ablaufen lassen: Das Intervall [a, b] zwischen dem Anfangspunkt, x = a =: x
genannt, und dem Endpunkt, x = b =: x,,, genannt, wird durch die Wahl von z.B. m — 1
Zwischenstellen z, mit a = 2o < 1 < 19 < ... < Tp—1 < T,, = b in m Teilintervalle
[Tn_1,2,) der jeweiligen Lénge Az, = x, — x,_1 geteilt. Die Teilintervalle brauchen kei-
neswegs, konnen aber sehr wohl alle gleich lang sein: Ax,, = (b — a)/m. Im Inneren jedes
der kleinen Teilintervalle wihlen wir eine Stiitzstelle &, € [z,,_1, x,], die nicht unbedingt
auch der arithmetische Mittelpunkt &, = (¢, + x,_1)/2 zu sein braucht, aber ohne wei-
teres sein kann. Dann bestimmen wir die Funktionswerte iiber diesen Stiitzstellen und
nahern den wirklichen Fldcheninhalt der einzelnen Streifen durch Az, f(&,), den der ent-
sprechenden Rechtecke unter den Horizontalen durch die f(&,). Diese m Rechteckflachen
summieren wir auf und nennen sie

Riemann-Summe: S, := i Az, f(&).
n=1

FIF0:2.0] % 3, (6%, o &)

fix)

Zwischenstellen: a=x;, x;, x
Stirtzstellen: g OB B OE K &

Bild 7.3: Intervallteilung und Streifen
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Der angekiindigte Grenziibergang besteht nun aus der Verfeinerung der Intervallzer-
legung, indem wir die Anzahl m — 1 der Zwischenstellen iiber alle Grenzen anwachsen
lassen, wobei wir bei nichtdquidistanter Teilung darauf achten miissen, dass die Breite des
dicksten Streifens max Az, gegen Null strebt. Falls die Folge der Riemann-Summen .S,
dann einen Grenzwert besitzt, der unabhéngig ist von der Zerlegung des Intervalls und von
der Auswahl der Stiitzstellen &, in den einzelnen Streifen, dann nennen wir diesen Grenz-
wert das ,bestimmte” oder (Riemann-)Integral der Funktion f(x) von a nach b, bzw. den
Flacheninhalt ,unter* der Funktion f(z) ,iiber* dem Intervall [a,b] und schreiben nach
den Vorschldgen von Leibniz mit einem stilisierten S fiir Summe:

m—0o0

(Riemann-)Integral: F(f(x);a,b) = F,(b) = /b dxf(x):= lim S,

Der Integrand f(x) kann auch zwischen das Integralzeichen und das Differential gepackt
werden.

Die Mathematiker garantieren uns, dass der betrachtete Grenzwert existiert, falls die
zu integrierende Funktion f(x) stetig und beschrinkt sowie das Intervall endlich und
abgeschlossen ist:

Eine beschrénkte stetige Funktion ist {iber ein abgeschlossenes, beschrianktes
Intervall R(iemann)-integrierbar.

Die Differenzierbarkeit folgte ja im Gegensatz dazu keineswegs aus der Stetigkeit.

Einschub: Berechnung eines Integrals nach der Definition: Nach
dieser komplizierten Definition des Grenzibergangs verlangt man natirlich als erstes
ein Beispiel: Wir wollen dazu die Funktion f(z) = z? und das Intervall [0, b]
wéhlen:

Der Finfachheit halber teilen wir das Intervall der Linge b durch m — 1 dquidistante
Zwischenstellen z,, = nb/m in m Intervalle der einheitlichen Ldnge Ax, = b/m.
Als Stiitzstellen in den Teilintervallen wdhlen wir die arithmetischen Mittelwerte
&n = (xn +2n-1)/2 = (2n — 1)b/2m. Damit bilden wir die Riemann-Summen:

m

() (222 - (8" () Sy

1 n=1

NE

Sm 1= Z Awnf(fn) =
n=1

n
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Die verbleibende letzte Summe macht etwas Mihe:

m m m m
Z(Qn— 1)? = 42712 —4Zn—|—2n0
n=1 n=1 n=1 n=1

=4dm(m+1)2m+1)/6 —4dm(m +1)/2+m
= m(4m? —1)/3.

m
Denn die Summe der ersten m Zahlen > n = m(m + 1)/2 und die Summe der
n=1

m
ersten m Quadrate > n? = m(m+1)(2m+1)/6 kennen wir aus Abschnitt 2.1 und
n=1

n® = m. Damit erhalten wir fiir die Folge der Riemann-Summen:

NE

n=1

b 1
Sy := (b/m)3(1/4)m(4m? — 1)/3 = 3 (1 — 4m2>

und in der Grenze m — 00 :

b b3
/ drz? = lim S, = —.
0 3

i
m—r0o0

Die eigentlich noch erforderliche Uberpriifung, ob das Resultat auch nicht von der
Wahl der Zerlegung des Intervalls und von der Wahl der Stiitzstellen abhdngt, schen-
ken wir uns.

Dieses einfache Beispiel zeigt uns einerseits, dass die Definition tatsdchlich zu dem
erwarteten FErgebnis fithrt, andererseits aber auch, wieviel Miihe es schon bei einem
so einfachen Beispiel kostet, nach der Definition ein derartiges Integral auszurech-
nen.

Wir werden uns also nach anderen Verfahren zur Berechnung von Integralen umse-
hen missen, was im folgenden geschehen soll.

7.3 Eigenschaften des Riemann-Integrals

Bevor wir darangehen, weitere Integrale zu berechnen, wollen wir die wichtigsten Eigen-
schaften des gewonnenen Integralbegriffs kennenlernen und zusammenstellen sowie uns
von einigen der bisher aus Bequemlichkeit gemachten, mehr zufélligen Voraussetzungen

freimachen:

Zuvor bemerken wir noch, dass die Bezeichnung der Integrationsvariablen x natiir-

lich vollig willkiirlich ist: wir hétten sie ohne weiteres auch y nennen kénnen: fab dx f(x)

[Pdyf(y).
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7.3.1 Linearitat

Als Erstes bemerken wir aufgrund unserer Kenntnisse iiber die Eigenschaften von Summen
und die Grenzwerte von Folgen, dass das Integral linear ist, d.h. dass das Integral {iber
eine Linearkombination von Funktionen gleich der entsprechenden Linearkombination der
Integrale der einzelnen Funktionen ist: z.B. mit zwei Funktionen f(z) und g(z) und reellen
Konstanten ¢ bzw. d :

b b b
Linearitit: / dz(cf(z) +dg(x)) = c/ dxf(x) + d/ dxg(x).

a a

Der Spezialfall ¢ = d = 1 heifit Additivitit des Intergrals:

[ artst@) + ey = [ aesi@)+ [ angto)

Ein anderer Spezialfall 1auft unter der Bezeichnung Homogenitét; wenn d = 0, folgt:

/abdmcf(x) :c/abdxf(x).

Speziell fiir ¢ = —1 bedeutet das:
b b
/dﬂﬁWD=FGﬂmmm:—ﬂﬂ@mw=—/dﬁ@)

Wenn f(z) > 0 also, wie vorausgesetzt, eine positive Funktion und F(f(z);a,b) =
ff dxf(x) der Flacheninhalt ,unter“ der Funktion war, erfahren wir daraus, dass das
Integral iiber die negative, d.h. an der x-Achse gespiegelten Funktion — f(x) < 0 genau
—F(f(z);a,b) ergibt, d.h. einen negativen Fliacheninhalt. Der an der x-Achse gespiegel-
te Flacheninhalt ,iiber“der im vierten Quadranten verlaufenden Funktion —f(z) erhélt
beim Integral automatisch ein negatives Vorzeichen. Wir konnen also getrost auf unsere
anfingliche Voraussetzung f(x) > 0 verzichten, wenn wir das Integral als Flacheninhalt
mit Vorzeichen deuten: positiv: ,unter® einer Funktion iiber der x-Achse und negativ:
yiber® einer negativen Funktion unter der x-Achse. Physikalisch ist das der Unterschied

zwischen geleisteter und zu leistender Arbeit.
Wenn der Integrand im Integrationsintervall das Vorzeichen wechselt, muss das Inter-

vall demnach in zwei Teile aufgeteilt werden, die getrennt berechnet und dann mit den
entsprechenden Vorzeichen versehen von einander subtrahiert werden.

7.3.2 Intervalladdition

Als Néchstes betrachten wir zwei aneinander grenzende Integrationsintervalle: d.h. zwei
Integrale, bei denen die obere Grenze des ersten bei gleichbleibendem Integrand mit der
unteren Grenze des zweiten Integrals iibereinstimmt: Aus der Bedeutung des Integrals als
Flacheninhalt folgt unmittelbar die sogenannte:
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-fx)

Bild 7.4: Funktionen f(x) und -f(x) mit den schraffierten Integralflichen: F und -F.

Intervalladdition: /b def(z) + /bc def(z) = /c dx f(x)

Bild 7.5: Intervalladdition

. . . . . 2 .
Z.B. konnen wir bereits ohne jede Rechnung einsehen, dass fo drsinx = 0.
Mit diesen Kenntnissen konnen wir uns von einer weiteren anfénglichen Voraussetzung
freimachen, dass ndmlich die obere Grenze b > a grofler oder gleich der unteren sein muss,

wenn wir definieren:
b a
/ dxf(x) =: —/ dx f(x)
a b
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Diese Definition ist mit unserer Grenzwertbetrachtung zur Einfithrung des Integral iiber
die Riemann-Summe vertriaglich, da im Fall vertauschter Integrationsgrenzen alle Ax,
und damit dx negativ werden.

Mit Hilfe der Intervalladdition folgt jetzt: [ dx f(x) = 0, wie es sein muss.

7.3.3 Ungleichungen

Auch einige Ungleichungen erweitern unser Verstindnis fiir den Integralbegriff und sind
spater hilfreich beim Berechnen von Integralen:

Falls z.B. eine Funktion g(z) in einem ganzen Intervall [a,b] grofer ist als eine andere
Funktion f(z) < g(z) Vx € [a,b], folgt fiir die entsprechende Relation fiir die Integrale
die sogenannte

b b
Monotonie: f(z) < g(x) Vz € [a,b] = / def(z) < / drg(z),

weil eine analoge Relation fiir Summen gilt.

Bild 7.6: Zwei Funktionen mit getonten Integralflichen

Auch die von den Summen iiber Betrige her bekannte , Dreiecksungleichung*
iibertragt sich ganz einfach auf die Integrale:

/a e f ()

Schliellich braucht man manchmal folgende Abschétzung einer Integralfliche unter einer
im Intervall [a, b] stetigen Funktion f(z) durch Rechteckflichen mit ihrem minimalen m
bzw. maximalen M Funktionswert in dem Intervall:
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Dreiecksungleichung :

b
g/ dr |f(z)| fiir a < b




b
Abschitzung: (b — a)m < / def(z) < (b—a)M, falls m < f(x) < M Vz € [a,b]

M
/ T

Bild 7.7: Die drei verschieden geténten Flachen der Abschéatzung

7.3.4 Mittelwertsatz der Integralrechnung

Wie bei der Differentialrechnung gibt es auch fiir die Integrale einen Mittelwertsatz,
der manchmal hilft, ein Integral abzuschéitzen:

Fiir ein Integral iiber eine im Intervall [a, b] stetige und beschriankte Funktion
f(z) gibt es immer einen Mittelwert ¢, so dass fab dxf(x) = f(&)(b— a) fir
€ € (a,b).

Denn eine stetige Funktion nimmt in einem abgeschlossenen und beschriankten Intervall
ihre Extrema an und alle Werte dazwischen.

7.4 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

7.4.1 Unbestimmtes Integral

Mit diesen allgemeinen Kenntnissen iiber den Integralbegriff wollen wir uns nun der alles
entscheidenden Frage der Berechnung von Riemann-Integralen zuwenden, bei der uns
der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, wie schon der Name verspricht,
entscheidende Hilfe leistet.
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Bild 7.8: Zum Mittelwertsatz der Integralrechnung

Zunéachst wollen wir den Riemannschen Integralbegriff erweitern: Das , bestimmte” oder
Riemann-Integral fab dx f(z) hatte einer beschrinkten stetigen Funktion f(z), Integrand
genannt, bei vorgegebener unterer Intervallgrenze a und oberer Grenze b den (mit einem
Vorzeichen versehenen) Fliacheninhalt F(f(x);a,b) = F,(b) € R unter der Funktion, also
eine reelle Zahl zugeordnet. Die Mathematiker nennen so etwas ein Funktional. Nun
interessiert uns, wie sich dieser Fléacheninhalt &ndert, wenn wir die obere Grenze verschie-
ben. Wir ersetzen also in der oberen Grenze die Konstante b durch eine Variable y und
betrachten das Integral als Funktion seiner oberen Grenze. Diese Funktion von y heifit

y
Unbestimmtes Integral: F(f(z);a,y) = F,(y) := / daf(z).

a

Der Vorgang ist ganz analog zu dem Erweiterungsschritt der Differentialrechnung von
der Steigung f'(x¢) einer Funktion f(z) an einer Stelle zy zur ersten Ableitung f’(z) als
Funktion der Variablen z.

7.4.2 Differenzieren nach der oberen Grenze

Um die funktionale Abhéngigkeit des unbestimmten Integrals von der variablen oberen
Grenze genauer zu studieren, interessieren wir uns zuerst fiir die Steigung der Funktion

Fu(y) :
d

(3 Faly) = (%)/@ydxf(m) - Jim, J: dxf(ﬂUA)y— [ def(z)

wenn wir die Definition der Ableitung einsetzen. Wegen der Intervalladdition erhalten wir:
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o [Pdxf(x)+ fyy+Ay def(z) — [Vdaf(z) . fyy+Ay def(z)

Ay—0 Ay Ay—0 Ay

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es im Intervall [y, y + Ay] einen Mit-
telwert y + 0Ay mit 0 < 0 < 1, so dass gilt:

1m
Ay—0 Ay

Insgesamt erhalten wir demnach als

y
ersten Teil des Hauptsatzes: F(y) := (d%)/ dxf(x) = f(y),

d.h. der Differentialquotient eines unbestimmten Integrals nach der oberen
Grenze ist der Integrand an der oberen Grenze.

Genau in diesem Sinne ist die Differentiation die Umkehrung der Integration. Z.B. ist
(%) J3 dtsin(wt + o) = sin(wy + ).

7.4.3 Integrieren iiber einen Differentialquotienten

Nachdem wir gelernt haben, wie man ein Integral differenziert, sind wir neugierig auf den
umgekehrten Vorgang, ndmlich auf das Integral {iber einen Differentialquotienten: Wir
gehen aus von einem Differentialquotienten F'(x) = f(z), der uns als stetige Funktion
f(z) gegeben sei, also eigentlich von einer Differentialgleichung erster Ordnung fiir F'(x).
Diesen Differentialquotienten wollen wir iiber das Intervall [a, b] integrieren:

b m
/ BT E : /
/()Lv dxF (:C) T 77%1—>rr<1>0 - Aan (é-n)

mit den Stiitzstellen &, € [z,_1,2,] in den Teilintervallen der Lénge Az, = x, — x,_1,
wobei wir die Definition des Integrals eingesetzt haben. Nach dem Mittelwertsatz der
Differentialrechnung lésst sich die Steigung an der Stiitzstelle &, durch die Steigung der
Sekanten, d.h. der Differentialquotient durch den Differenzenquotienten der Intervallrand-
punkte ersetzen:

F(z,) = F(x,-1)

Tp — Tp—1

F/(gn) =

Ausgeschrieben ergibt sich dann fiir das Integral:

lim ((F (1) ~F (x0))+(Fl@2)~ F(21)) 4. (F(tos)~ F () (F () = F (1))

m—r00
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Man sieht, dass sich alle Terme paarweise wegheben bis auf den zweiten und den zweit-
letzten, die gar nicht mehr von m abhéngen, also durch den Grenzprozess iiberhaupt nicht
beriihrt werden:

Insgesamt erhalten wir demnach als

zweiten Teil des Hauptsatzes : fab dxF'(x) = F(b) — F(a) =: F(x)‘z

d.h. das bestimmte Integral des Differentialquotienten einer stetig differenzier-
baren Funktion iiber ein Intervall ist gleich der Differenz der Funktionswerte
an der oberen und unteren Grenze des Intervalls.

Auch in diesem Sinne ist die Integration die Umkehrung der Differentiation.

7.B. folgt sofort wieder unser im Einschub miihsam aus der Definition des Integrals her-
geleitetes Ergebnis: F'(z?;0,0) = fob dx x* = b*/3, jetzt aber miihelos aus dem Differen-
tialquotienten (-£)z® = 322,

Dieser zweite Teil des Hauptsatzes ist der entscheidende Schritt zur Losung unseres Inte-
grationsproblems: Wir konnen jetzt nédmlich sofort alle bestimmten Integrale berechnen
von all den Funktionen, die wir in der zweiten Spalte unserer Differentiationstabelle in Ka-
pitel 5 finden. Wir lesen die Tabelle einfach riickwérts von rechts nach links und ergénzen
die Uberschriften entsprechend folgendermafen:
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TABELLE ZUR DIFFERENTIATION UND INTEGRATION
Zeile F(z) = [dzf(x) Fl'(z) = (L)F(z) = f(2) Bemerkungen:
1 const 0
2 z" ra! reR
3 o/ (r+1) x" -1#reR
4 sin CoS T
5 Cos T —sinw
6 tan 1/ cos?® x r#(z+1/2)m, 2€7Z
7 cot x —1/sin’x r# 2w,z €L
8 —m/2 < arcsinz < /2 1/y/(1—a?) lz] <1
9 0 < arccosx < —1//(1 —2?) lz] < 1
10 | —=7/2 < arctanz < 7/2 1/(1+ 2?)
11 0 <arccotx < —1/(1 + z?)
12 e’ e’
13 re r¥lnr 0<reR
14 In|z| 1/x x#0
15 log,, |x| 1/xInb r#0,0<beR, b#1
16 sinh coshx
17 coshx sinh x
18 tanh z 1/ cosh®z
19 coth —1/sinh® x#0
20 arsinh 1/y/ (22 +1)
21 0 < arcosh x 1/+/(22 = 1) x>1
22 artanh x 1/(1 —2?) lz| < 1
23 arcoth = —1/(2* = 1) lz| > 1

Unser obiges Beispiel aus der Schublade entnehmen wir z.B. der Zeile zwei fiir r = 2.

Ein weiteres Beispiel aus dieser Zeile mit den Grenzen a und b ist fj dr 3 = (b* — a') /4,
allgemein fiir beliebiges reelles r € R folgt:

b r+1 _ r+1
F(z";a,b) :/ dr x" = b—a’

was wir in die bisher freigelassene Zeile drei der Tabelle eingetragen haben, da es sehr
héufig gebraucht wird.

Aus der vierten Zeile etwa finden wir:

F(sinz;a,b) = [ drsinx = —cosb+ cosa,
a

b
aus der zwolften Zeile: F(e* a,b) = / dr ® — et — @
und analog viele weitere Integrale.
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Aufgabe 7.1 Berechnen Sie folgende Beispiele von Integralen:

a —azr, ’ c T T
Lz 1+ 1422 0 V1+a? —1v2 V1 —a?

e)/ dx coshz | f)/ cos2 ; )/ Tra h)/ de 2" firn e Z

7.4.4 Stammfunktion

Nachdem wir nun eine betrachtliche Zahl von bestimmten Integralen iiber eine grofie Men-
ge von Intervallen ausrechnen koénnen, bleibt noch die Frage nach dem unbestimmten
Integral eines Differentialquotienten F'(x) = f(x). Wir ersetzen dazu wieder die
konstante obere Grenze b des bestimmten Integrals durch eine Variable y und kommen

wie oben zu Y y
/ drf(z) = / deF'(z) = F(y) — F(a).
Dies schreiben wir folgendermafien um

F(y) :/aydxf(x)+F(a) =: /jdmf(x)—kc

denn F'(a) ist beziiglich der Variablen y ja tatséchlich eine Konstante, die allerdings noch
von dem Anfangspunkt des Intervalls a abhingt. Da man in der Funktion F(y) gerne

wieder das iibliche x als Zeichen fiir die unabhéngige Variable haben will, hat sich nun
fiir die obige Gleichung eine unerhért schlampige Schreibweise weltweit eingebiirgert: man
schreibt ndmlich dafiir einfach symbolisch:

F(z) = /dxf(ac) + ¢ und nennt F(z) die Stammfunktion von f(x).

Das x auf der linken Seite dient nur als Hinweis, dass es sich um eine Funktion einer
unabhéngigen Variablen handelt, und hat natiirlich {iberhaupt nichts zu tun mit der oh-
nehin beliebig bezeichenbaren Integrationsvariablen x auf der rechten Seite, die selbst-
versténdlich nach der Integration rechts gar nicht mehr vorkommt. Wenn man sich diese
Schlamperei einmal klargemacht hat, ist sie eine duflerst bequeme Sache und in der Tat
in den grofiten Tafelwerken beniitzt und weltweit anerkannt.

Diese lissige Schreibweise betont, dass die Stammfunktion eigentlich eine ganze Funk-
tionenschar ist mit dem Scharparameter c. Die Stammfunktion F'(z) von f(x) ist genau
die Funktionenschar, die unsere urspriingliche Differentialgleichung F'(x) = f(z) 16st,
und deshalb fiir die Physiker von so grofler Wichtigkeit. Aus dieser Funktionenschar mit
vorgegebenem Steigungsverlauf f(x) muss der Physiker nun nur noch durch Wahl der

133



Konstanten ¢ diejenige Losungsfunktion aussuchen, welche die richtige Randbedingung
¢ = F(a) erfiillt, und schon ist das Problem gelost.

Gesucht ist z.B. die Stammfunktion F(z) von f(z) = 3z, welche die Randbedingung
F(1) = 2 erfiillt. Aus der Funktionenschar F(z) = 32%/2 + c ist also diejenige Funktion
auszuwéhlen, fir die F(1) = 3/2 + ¢ = 2 gilt, also ¢ = 1/2 zu wéhlen: folglich ist
F(x) = (32% + 1)/2 die gesuchte Losung.

Aufgabe 7.2 Bestimmen Sie allgemein die Stammfunktion von folgenden Funktionen:

a) f(z) =2*, b) f(z) = \/% , ¢) f(z) =sinhz  und d) f(x) =2"

Aufgabe 7.3 Bestimmen Sie die Stammfunktion von folgenden Funktion mit folgenden
Randbedingungen:

a)f(:v):sinf mit F(m) =1, b)f(x):% mit F(4) =1 wund
c)f(x):m mit F(a) = 5

7.5 Die Kunst des Integrierens:

In diesem Abschnitt wollen wir zusammenstellen, was man zur Integration der Funktio-
nen unserer Grundausstattung und der daraus zusammengesetzten Funktionen bendttigt.
Zunéchst haben wir nach den Erkenntnissen des Hauptsatzes das Rezept: Lies die

7.5.1 Differentiationstabelle riickwirts

Z.B. aus Zeile 14: [{de/x =z, =ne—-Inl=1-0=1

Oder aus Zeile 4: foﬂ/ 2

dt cost = s.inzf‘g/2 =sin(r/2) —sin0=1—-0= 1.
Oder aus Zeile 10: f; de/(z*+1) = arctanx‘z

Oder aus Zeile 8 unbestimmt: [ dz/+/(1 — 2?) = arcsinz + ¢

In der ersten Freude iiber die Konsequenzen des Hauptsatzes fiir die Integration durch
Riickwértslesen der Differentiationstabelle haben wir den Erfolg unserer Bemiihungen et-
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was iiberschétzt. Denn bei genauerem Hinsehen sind es doch nur relativ wenige Funktio-
nen, die in der zweiten Spalte unserer TABELLE vorkommen. Schon so einfache Funk-
tionen unserer Grundausstattung wie etwa f(z) = x? + 1 finden wir nicht. Erst recht
nicht f(z) = /(1 — 22), obwohl wir das Reziproke dieser Wurzel ganz einfach integrieren
kénnen. Auch bei der Gaufischen Glockenkurve f(r) = exp(—x?) sind wir mit unserer
TABELLE ziemlich hilflos.

Anders als bei der Differentiation gibt es bei der Integration kein Verfahren, das auto-
matisch bei geniigendem Arbeitsaufwand zum Ziel fiihrt. Deshalb ist Integrieren im
Gegensatz zum Handwerk des Differenzierens eine Kunst.

Dennoch gibt es eine ganze Menge Regeln und Kunstkniffe, die aus den Eigenschaften des
Integrals folgen und uns das Leben betréchtlich erleichtern kénnen. Denen wollen wir uns
jetzt zuwenden. Der einfachste ist die

7.5.2 Lineare Zerlegung

Wir haben in Abschnitt 7.3.1 gesehen, dass das Integral eine lineare Operation ist:

/b da(cf(z) + dg(z)) = c/bdxf(x) + d/ab dzg(z).

a a

Das machen wir uns bei einer grofien Zahl von Integralen zunutze, z.B. bei der Bestimmung
des Flacheninhalts des schraffierten , Blattes® in folgendem Bild:

/Olda:(\/i—xQ):/Old:c\/i—/oldx:ﬁ:(lx/lz/—ill)

Oder bei diesem Integral iiber einen ,halben Berg*:

1 1 1 1 1
/ dr(1 —2%)? = / dr(l —22° + 2%) = / dxl — 2/ dr x* + / dx z*
0 0 0 0 0

= (z—22°/3 +2°/5)|, =1 —2/3 +1/5 = 8/15.

1 3

1
——| =2/3-1/3=1/3
0 3‘0 / / /

1
Aufgabe 7.4 Integrieren Sie durch lineare Zerlequng / da(1 + 22°)3.
-1

Die am haufigsten gebrauchte und erfolgreichste Integrationsmethode ist die
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Bild 7.9a: Integral iiber das getonte ,,Blatt“
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Bild 7.9b: Integral iiber einen ,halben Berg"

7.5.3 Substitution

Sie ist immer dann anzuraten, wenn der Integrand f(x) stetig von einer anderen Varia-
blen y einfacher oder zweckméBiger abhingt, die mit x = ¢g(y) umkehrbar eindeutig
und stetig differenzierbar zusammenhéngt, wobei W, C Djy.

Der Klarheit wegen nennen wir die Integrationsgrenzen des gesuchten Integrals f: dxf(x)
jetzt x, := a bzw. x, := b : also fwib dx f(x). Wegen der umkehrbar eindeutigen Zuordnung
von y und z gibt es eine Umkehrfunktion y = g~!(z), insbesondere sind y, = g~ *(z,) und
vy = g (xp), und auBerdem existiert wegen der stetigen Differenzierbarkeit die Ableitung:
Z—z = ¢'(y). Dann gilt (in der suggestiven Schreibweise von Leibniz fast trivialerweise) die:
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Yo dl’

Substitutionsformel: /mb dv f(z) = / dy(d—y)f(g(y)) = /yb dyg'(y) f(9(y))-

a Ya

Einschub: Beweis der Substitutionsformel: Wenn die Stammfunktion
F(x) des Integranden f(x), d.h. die Losung der Differentialgleichung (d%)F(:U) =
f(x) bekannt wdre, folgte aus dem zweiten Teil des Hauptsatzes fiir die linke Seite

/ " daf(z) = F(ay) — Flaa).

Nehmen wir nun an, die Losung der Differentialgleichung (d%)F(g(y)) = f(9(y))d' (y)
sei bekannt, d.h. F(g(y)) sei die Stammfunktion von f(g9(y))g'(y) als Funktion der
anderen Variablen y, dann folgt fir die rechte Seite aus dem Hauptsatz:

/yb dy g (W) f(9() = Fg9(w)) — F(9(ya)) = F(x3) = F(za)

mit x = g(y) wie oben behauptet.

Erfahrungsgemasf ist die Erklarung des Substitutionsverfahrens komplizierter als die Pra-
xis. Deshalb geben wir einige typische Beispiele:

5
/da: 2z —1)=... mitz,=1und z, =5.
1

Als neue Variable dréngt sich y := 2z — 1l aufmity, =2-1—-1=1,y4,=2-5—-1=9

und % =2 also Z—z = 1/2. Daraus folgt:

9
dz 9
o= [ A = /22 = 93 - /3 = 2673
1
Ein fiir die Physik wichtiges Beispiel ist:
/ dtcoswt = ... mitt, =0und t, =m.
0

Wir wahlen die Substitution y := wt mit y, = 0, y, = wr und Z—Zt’ =walso £ = 1/w.

dy
Damit ergibt sich:

.= /OwT dy(g—;)cosy = (1/w) Siny};m = (1/w) sinwr.

Noch ein drittes Beispiel aus der Physik:
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b
‘/dH%M—M%:”JMH@ZOMdQIb
0

Wir substituieren y := —at? mit y, = 0, y, = —ab? und & = —2at also d—; = —1/2at.
Daraus erhalten wir:

L= /Oa dy(E)texpy = (—1/20) eXpyBab2 = (1 — exp(—ad?))/2a.

Aufgabe 7.5 Berechnen Sie folgende Integrale durch Substitution:

@/ﬁwam+b b)/dmzwa Q/wx (1—a2),
d)/ dr Vr? — a2, e)/dt:c d:c cosh(z/A)

Ganze Klassen von Integralen erhélt man auf folgende Weise durch Beniitzen der ,,Sub-
stitutionsformel riickwiarts“. Was damit gemeint ist, sieht man am besten an folgenden
Beispielen:

Gesetzt den Fall wir haben ein Integral auszurechnen von folgendem Typ, wobei wir sugge-
stiv fiir die willkiirliche Intergrationsvariable y gewéhlt haben, im Zahler des Integranden
entdecken wir die Ableitung des Nenners:

/%@d@mwz

Ya

so bildet dies offensichtlich die rechte Seite unserer Substitutionsformel speziell fiir die
Funktion f(z) = 1/x und wir kénnen die Substitutionsformel sofort mit z = g(y) von
rechts nach links, also ,riickwérts* anwenden, um zu erhalten:

Ty ]
= / % " Das ist aber nach Zeile 14 unserer TABELLE gleich
P

a

=Inlz||)" und mit z = g(y) folgt insgesam:

" v g w/5t0) = mlatwll.

Ya
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Als Beispiele erhalten wir etwa:
fir g(y) =ay£bmit ¢'(y) =a:  [dya/(ay£b)=1Inlay b +c,
fiir g(y) = siny mit ¢’(y) = cosy : [ dy cosy/siny = In|siny| + ¢,
fir g(y) =y* £bmit ¢'(y) =2y [dy2y/(y> £b) =In|y* £ b+,
usw.

Ganz analog zeigt man mit f(z) = 2" fir 1 <n e N:

n+1(

v / n o n n T g y) |
/ dyg'(y)g (y):/ dra" = 2" /(n+ )| = )",

Ya n+ 1 Ya

Aufgabe 7.6 Leiten Sie aus dieser Formel weitere ab, indem Sie g(y) spezifizieren:

a) gly) =ay£b,  b)gly) =siny, c)gly)=y>£b,  d)gly)=Iny

Aufgabe 7.7 Beweisen Sie analog wie oben die Formel:

/ybdyg’(y)\/ ) =ng(y)Vg(y)/(n+ 1|

Ya

fiir 1 <n € Z und spezifizieren Sie darin g(y).
Aufgabe 7.8 Was erhdlt man analog fiir fyyab dy g'(v)/g"(y) ¢

Aufgabe 7.9 weitere Beispiele zur Substitution:

2) /amdt cost, b)/dx N c)/ dz/Naz 15, d)/dty‘c(t)x(t)
e) [ dx sinh(22/b), f)/dx T L0, g)/ d [, h)/dm/xl‘“,
z)/ dy sin ¢/ (cos®  + 1), j)/dwm\/m

k:)/dx (z + b/2a)/(az® + bz + ¢)° l)/dx:z:/l—i—x)

Sie ahnen aus diesen Beispielen die ungeheure Menge und Vielfalt von Integralen, die
durch Anwendung der Substitutionsformel berechnet werden kénnen. Dennoch reicht das
auch fiir die Zwecke der Physik immer noch lange nicht aus. Bei so einfachen Integranden

wie Inz, x cosz oder sin? z sind wir immer noch ratlos.

Fiir solche und ahnliche Fille gibt es eine Methode, die uns das Integral zwar nicht ganz
liefert, aber in gewissem Sinne wenigstens eine teilweise Berechnung gestattet und manch-
mal in mehreren Schritten dann doch zum Ziel fiithrt. Diese Methode heifit sinnigerweise:
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7.5.4 Partielle Integration

Immer wenn ein Integrand so in ein Produkt f’(z) - g(x) zerlegt werden kann, dass von
einem der Faktoren f’(z) die Stammfunktion f(x) bekannt ist, sollte man die partielle
Integration jedenfalls nicht unversucht lassen. Wir erinnern uns an die Produktregel der
Differentiation aus Abschnitt 5.5.2:

(f(x) - g(x))" = f(x) - g(x) + f(z) - ¢ (2),

integrieren diese und beniitzen den zweiten Teil des Hauptsatzes zur Integration des Pro-
dukts:

[ st @) 9@y = s, = [ der'@) oo+ [ dafie)- o (o).

a

Nach dem ersten Term auf der rechten Seite aufgelst, erhalten wir die Formel fiir die:

b , b
Partielle Integration: / da f'(z)g(x) = f(z)g(z)|, —/ dr f(z)g'(x).

a

Das ist natiirlich wegen des verbleibenden Integrals nach dem charakteristischen Minus-
zeichen auf der rechten Seite keine fertige Losung unseres Problems. Aber manchmal ist
dieses Integral leichter zu berechnen als das urspriingliche.

Wir betrachten sogleich unsere oben genannten typischen Beispiele, etwa mit f'(z) = x
und g(z) =Inz:

/ dr xlnx = (2*/2) lnx‘z —/ dz (2%/2)(1/x) = (2*/2)(Inx — 1/2)|Z
= (b*/2)(Inb —1/2) — (a*/2)(Ina — 1/2).

Oder noch ein anderes vielleicht unerwartetes, aber keineswegs seltenes Beispiel mit f'(x) =
1 und g(z) = Inz, bei dem durch das Einfiigen einer 1 kiinstlich ein triviales Produkt

erzeugt wurde:
y y y
/da: lnx:/ dmllnx:xlnx‘ij—/ dx z(1/x)
1 1 1
:x(lnz—l)ﬁ:ylny—y—l—l.

Es ist nicht immer leicht zu sehen, welchen Faktor des Produkts man zweckméBigerweise
als Ableitung f’ betrachtet. Dazu das Beispiel x sin 2 zundchst naheliegend mit f'(z) = z :
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y v
/ dr zsinx = (2%/2) sinx’g - / dx(z%/2) cos x.
0 0

Man sieht sofort, dass uns diese Wahl nicht weiterbringt, sondern den verbleibenden In-
tegranden nur noch komplizierter macht. Die andere Moglichkeit f/'(z) = sinx dagegen
fithrt uns zum Erfolg:

y y
/ dx xsinm:—xcosa:}g—/ dx 1(—Cosx):—ycosy—l—sinx}g:—ycosy+siny.
0 0

Wir betrachten noch den Integranden z? cos x und wihlen nach unseren soeben gemachten
Erfahrungen f'(x) = cosx :

y y y
. Y . . .
/dmxzcosx:x281nx’0—/ dx2acsmx:y281ny—2/ dr xsinx.
0 0 0

Das ist zwar nicht die Losung unseres Problems, aber ein Schritt in die richtige Richtung,
denn das verbleibende Integral haben wir als letztes Beispiel gerade ausgerechnet. Damit
folgt:

y
/ dr 2* cosx = y*siny + 2y cosy — 2siny.
0

Insgesamt hat uns hier zweimalige partielle Integration zum Ziel gefiihrt.

Ein weiteres interessantes Beispiel ist (zur Abwechslung mal als unbestimmtes Integral):

/dmcosxsinx:sinxsinx—/dxsinxcosx+c.

Das verbleibende Integral ist gleich dem urspriinglichen, folglich erhalten wir mit neuem

¢ sin?

/dxcosxsinx =

Auch das néchste Beispiel mit f'(z) = g(x) = sinz ist bemerkenswert:

/dmsin2x: —cosxsinx—/dx(—cosx)cosx:—cosxsinx+/dxcos2x:

Nach Einsetzen der Relation cos?z + sin® 2z = 1 erhalten wir:

.= —cosxsinx+/d:v(1 — sin’x) :x—cosxsinx—/dxsinzx = (x — cosxsinx)/2.
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Hier folgt noch eine ganze Reihe von Beispielen dieser Art mit f/'(z) = e, fiir die wegen

ihrer Bedeutung auch fiir die Physik sogar eine Bezeichnung festgelegt wurde:
y y
Ei(y) = / dx xe ™ = —xe”|g +/ dr le”" = —ye " +0— e"’”‘g =—ye V+e V-1
0 0

Yy Yy
Ey(y) = / do 2°e™" = —:BQG_“"‘E' + / dx 2xe™ = —y*e™V + 2E,(y)
0 0

y
E.(y) = / dr a"e™ = —y"e™ 4+ nk, 1 (y).

0
Aufgabe 7.10 Integrieren Sie folgende Integranden partiell:

Yy Yy

a)/ dr sinz e ”, b)/ dx cosx e *, c) /dx arcsin z, d) /dxx\/1+x,
0 0

e) /d.ﬁlﬁ 2% exp(z?), f) /daz *Inz, q) /daz In(z? +1)

und beweisen Sie folgende niitzliche Rekursionsformeln fir n € N:

h) /d:z: f(z)x" = f(x)a™ — n/dx f(z)z" 1,

i) / dr g(z) /2" = —g(x)/(n — )z + / dx ¢ (2))(n — )a" firn# 1,

1
7) /d:z: sin" 2 = —— cosxsin™ ' +
n

n
14 22)" (14221
1+ 25" = (CE 2 ~— 7
k)/da:( ) x2n+1 + n/dx 2n+1

n—1 e
dr sin" 2z,

Aufgabe 7.11 Zeigen Sie, dass man bei einer geradlinigen Bewegung eines Massen-
punkts den zuriickgelegten Weg x(t) aus dem vorgegebenen Beschleunigungsverlauf a(t)
mit Anfangsgeschwindigkeit vy und -ort xo durch partielle Integration in folgender Form
erhilt: x(t) = [y dy(t — y)aly) + vot + .

7.5.5 Weitere Integrationstricks

Neben der Substitution und der partiellen Integration mit breitem Anwendungsfeld gibt
es noch eine ganze Menge weiterer Integrationstricks meist fiir eine eng begrenzte Gruppe
von Integralen. Stellvertretend fiir alle diese wollen wir uns den Hermite-Ansatz etwas
genauer ansehen, der Integrale vom Typ [ dzP,,(x)/T'(x) mit einem Polynom P,,(z) m-
ten Grades iiber einer Wurzel I'(z) := \/(az® + bz + ¢) eines quadratischen Ausdrucks
auf solche mit dem Polynom 1 zuriickfiihrt, weil Integranden dieser Art besonders haufig
in der Physik vorkommen. Hermite schlug folgenden Ansatz vor:

142



Hermite- Ansatz:

/da:Pm(x)/F(x) = Qm_l(:z:)F(:U)—i-am/dx/F(I) mit Q_1(z) == > a,z"

mit einem Polynom (m-1)-ten Grades Q,,—1(x) und einer reellen Zahl a,,. Die dazu be-
notigten (m+1) Zahlen a, mit n = 0,1,2,...,m erhilt man durch Koeffizientenvergleich
folgender beiden Polynome m-ten Grades:

P.(x)=Q, 1 (x)T%(2) + (ax + b/2)Qu_1(T) + ar,

Denn die Differentiation des Ansatzes ergibt

B (2)/T(x) = Q1 (2)T(2) + Qo (2)I(2) + am /T ()
= @1 (2)0(2) + Q-1 (2) 20z +0) /21 (z) + am /T (7)

und anschlieBende Multiplikation mit I'(z) die obige Bestimmungsgleichung fiir die
(m + 1) Koeffizienten a,,.

Aufgabe 7.12 Zeigen Sie, dass der Hermite-Ansatz

a) fir P3(z) = 323 + 522 + 3z und T'(z) = /(22 +22+2) auf a3 = as = 1, a; = 0
und ag = —1 fiihrt, also Qo(x) = 2* — 1 ergibt und

b) fir Py(x) = 2% und T'(z) = V1 —22 auf ay = 1/2, a; = —1/2 und ag = 0 fiihrt,
also Q1(x) = —x/2.

Die verbleibenden Integrale vom Typ [ dx/I'(z) lésen wir durch den vielen von Ih-
nen aus der Schule bekannten Trick der quadratischen Erginzung, d.h. Addition und
Subtraktion des gleichen (hier fett gedruckten) Terms: falls etwa a > 0

/dx/P(x) :/dx/\/(ax2+bx+c)
= (1/v/a) /da:/\/x2 +bx/a+ (b/2a)? + c¢/a — (b/2a)?
_ (1/\/5)/dx/\/(x+b/2a)2 A
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mit der Diskriminanten A := 4ac — b2.

Schlielich bringt uns die Substitution y := & + b/2a zu
~ (/va) [ dyy T BT
und dann falls A > 0 weiter die Substitution z := 2ay/v A mit Z—; = 2a/VA zu

—(Va) [d: VAT
was wir in Zeile 20 unserer TABELLE finden

= (1/va)arsinh z +d = (1/v/a) In(z + /(22 + 1)) + d,

wie wir frither in Aufgabe 4.13 gezeigt haben. Also insgesamt mit immer anderen Kon-
stanten c :

= (1/va)Ind(z + /(22 + 1))
(1/va)Ind(y + /(y* + A/4a?))

(1/+v/a)Ind(x + b/2a + /(22 + bx/a + c/a)).

Aufgabe 7.13 Lisen Sie das Integral [ dx/T'(x) fiir den Fall a <0 und A < 0.

Alle im Laufe der Jahrzehnte mit den verschiedenen Formeln und Tricks gelosten Integrale
sind in Integraltafeln gesammelt, von denen wir hier einige auffiihren: Wir beginnen
unsere Auswahl mit den kleineren erschwinglichen Biichern fiir den téglichen Gebrauch
jedes Physikstudenten und gehen dann bis zu den grofien umfassenden Tafelwerken, die
in den Bibliotheken zum Nachschlagen bereitgehalten werden:

1. K.KROTTMANN: Mathematische Formelsammlung, BI,

2. LN.BRONSTEIN + K.A.SEMENDJAJEW: Taschenbuch der Mathematik, H.Deutsch,
3. W.GROBNER + N.HOFREITER: Integraltafel I 4+ II, Springer,

4. MLABRAMOWITZ + I.LA.STEGUN: Handbook of Mathematical Functions, Wiley,

5. L.S.GRADSHTEYN + [.LM.RYZHIK: Tables of Integrals, Series and Products, Academic,
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6. A.P.PRUDNIKOV + Yu.A.BRYCHKOV + O.ILMARICHEV: Integrals and Series I + II,
Gordon + Breach.

Die Informationen dieser Tafeln sind heute schon in Programme wie MATHEMATICA
oder MAPLE eingearbeitet worden. Diese finden die Stammfunktionen, falls sie existieren,
auch in schwierigen Féllen. Man sollte sich nicht scheuen, bei der tédglichen Arbeit auf
diese Tafelwerke oder Programme zuriickzugreifen. Allerdings setzt ihre Benutzung im
allgemeinen die Kenntnis der verschiedenen Integrations-Techniken und Tricks voraus,
weil sonst die angegebenen Bemerkungen und Beschrankungen der Giiltigkeitsbereiche
h&ufig nicht angemessen und fehlerfrei beriicksichtigt werden kénnen. Deshalb haben wir
uns hier mit diesen Problemen beschéftigt.

7.5.6 Integralfunktionen

Trotz aller Formeln und Tricks bleiben doch noch einige Integrale, auch in den Natur-
wissenschaften gebrauchte, unlésbar. Beispiele dafiir sind etwa die Integranden exp(—x?),
e“/x, 1/4/(1 4+ x*), sinx/x oder 1/Inx. Die Mathematiker kénnen zwar beweisen, dass
der entsprechende Grenzwert existiert, dieser lisst sich jedoch nicht in geschlossener Form
durch elementare Funktionen ausdriicken.

In dieser Lage erinnern wir uns an das unbestimmte Integral und unsere TABELLE:

Etwa Zeile 14: Iny = [/dz/x
oder Zeile 10:  arctany = [/ dx/(1 4 2?)

oder Zeile 8:  arcsiny = [} dx/\/(1 — 2?).

Wenn wir die Funktionen links nicht schon frither als Umkehrfunktionen kennengelernt
oder als Taylor-Reihen berechnet hétten, konnte man sie sich durch diese Gleichungen
definiert vorstellen.

Nach diesen Vorbildern verfihrt man bei den nicht elementar darstellbaren Integralen:
Man gibt einfach dem analytisch nicht losbaren Integral einen Namen und schaut sich
nach einem anderen Verfahren zur Berechnung der Funktionswerte um. Wir geben hier
nur zwei Beispiele an: Die

Error function: erf(y) := (2/y/7) [, daexp(—a?),

die bei der Fehlerrechnung eine Rolle spielt, und die

Elliptischen Integrale: F(k;y):= [/dx/\/(1 — 2?)(1 — k?2?),
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1
08! y = erf(x)
06}
04|
02}
05 1 15 2x

Bild 7.11: Error function
die bei den Pendelschwingungen gebraucht werden.

Aufgabe 7.14 Zeigen Sie durch eine geeignete Substitution, dass auch die Integrale

y y
/ dz/+/ (1 — k2sin® x) und / dx /v cos 2z elliptische Integrale sind.
0 0

Natiirlich hilft der schéne Name allein nichts. Es muss eine Methode gefunden werden, die
die Berechnung der Funktionswerte gestattet. Wenn alle anderen Mittel versagen, bleibt
nichts anderes iibrig als die

7.5.7 Numerische Integration

Die éalteste und primitivste Art, ein bestimmtes Integral, d.h. den Flacheninhalt ,unter
einer Funktion ,iiber” einem Intervall zu berechnen, ist natiirlich, den Integranden auf
Millimeterpapier zu zeichnen und die Késtchen zu zéhlen.

Mit den elektronischen Rechnern von heute kénnen wir das natiirlich vornehmer und
schneller, indem wir uns auf den definierenden Grenzwert besinnen und nach der Zerlegung
des Intervalls die Flacheninhalte der Streifen aufsummieren. Dabei braucht man umso
weniger Streifen bzw. Iterationsschritte je genauer man die Oberkante der Streifen der
wirklichen zu integrierenden Funktion anpasst.

Das einfachste sind dabei horizontale Geraden, wie wir das bei der Definition gemacht
haben, so dass die Streifen Rechtecke werden, deren Fldcheninhalt einfach zu berechnen
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ist. Man kann statt der Stiitzstellen &, im Inneren der Teilintervalle wie bei der Riemann-
Summe, auch die Minima oder Maxima der Funktion im Teilintervall nehmen und erhélt
dann eine Unter- bzw. Obersumme, die in der Grenze das Integral einschliefen.

Die néchst vornehmere Methode ist die Sehnen-Trapez-Regel, bei der die Funktion in
jedem Teilintervall durch die Sekante approximiert und die wirklichen Fldcheninhalte der
Streifen durch die Trapezflichen angendhert werden. Fiir jedes Teilintervall nimmt man

statt Az, f(&,) :

(Azy)(f(zn-1) + f(2n))/2-

Eine noch bessere Approximation liefert die Simpson-Regel, bei der die Integranden-
funktion in den Teilintervallen jeweils durch eine Parabel nach der Keplerschen Fassre-
gel angendhert wird. Man nimmt die Funktion also an drei Punkten in jedem Streifen:

(Azn)(f(2n-1) + 4 (2572) + f(2a)) /6.

Noch raffiniertere Vorschriften zu finden, mit denen das gesuchte Integral bei vorgegebener
Genauigkeitsanforderung in moglichst wenigen Schritten berechnet werden kann, ist eine
der Aufgaben der numerischen Mathematik.

7.6 Uneigentliche Integrale

Genau betrachtet reicht das alles, was wir iiber die Integration gelernt haben, den Physi-
kern immer noch nicht aus. Es sind zwei Voraussetzungen, an denen sie sich stoflen:

Erstens das endliche Intervall, denn in der Physik miisste man oft bis ins Unendliche
integrieren, und zweitens der beschrinkte Integrand, weil die Integranden der Physiker
manchmal im Integrationsintervall unendlich werden und oft gerade dort etwas Interes-
santes passiert. Wir wollen hier nur kurz die Uberlegungen andeuten, mit denen man diese
beiden Schwierigkeiten iiberwinden kann, indem man einen weiteren Grenzwert hinzufiigt:

7.6.1 Unendliches Integrationsintervall

Wenn z.B. das Integral iiber eine im Intervall [a, 00) stetige Funktion an der oberen Grenze
bis ins Unendliche reichen soll, berechnet man dieses zunéchst nur bis zu einem groflen
endlichen Wert y und ldsst dann nachtréglich im Ergebnis der Integration diesen groflen
Wert y in einem weiteren Grenziibergang iiber alle Grenzen wachsen. Falls auch dieser
Grenzwert existiert, nennen wir ihn ein uneigentliches Integral der ersten Art und
schreiben:
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Fioo) = [ defte) = im [ dof(@) = Jim Fa(y)

Als Beispiel berechnen wir fiir ¢ > 0 und ein kleines positives € > 0 :

> dx Y A V| 1 1 1
= 1 d _1_8 = l _— = —( l _—— —) = .
/a xlte ygrolo a v ylﬁnolo —1—c+1la € ylﬁnolo ye  ac cac

Wir sehen daraus, dass das uneigentliche Integral existiert, wenn die Funktion fiir wach-
sendes x auch nur ein klein wenig stérker abfillt als 1/z, also z.B. fiir 1/2?%, dass aber fiir
e — 0 die im folgenden

15

05 1

05 1 1.8 2

Bild 7.12: Unendliches Intergrationsintervall

getonte Fliche unter der Funktion 1/z gerade keinen endlichen Fliacheninhalt mehr besitzt
und ebenso alle weniger stark abfallenden Funktionen wie etwa 1/4/x.

Aufgabe 7.15 Versuchen Sie folgende uneigentliche Integrale der ersten Art zu berech-

nen:
a)/ dx/2?, b) / dx exp(—z) , c)/ dz/(1+x) ,
a 0 0
d)/ dx cosx , e)/ dx cosx e ®
0 0

Analog verfahren wir bei einer in (—o0,b] stetigen und beschrénkten Funktion fiir die
untere Grenze:
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b Y
F (b)) = / dof(v) = lim [ dof(z)= lim Fu(y)

a a—r—00
—00 a

oder bei einer auf der ganzen Zahlengeraden stetigen und beschrénkten Funktion fiir beide
Grenzen:

/OO dxf(x) = lim cd:):f(x)Jrlim /ydmf(x)
_ @ y—oo [,

) a——00

mit einer beliebigen Teilungsstelle c.

-2/ 0

Aufgabe 7.16 Berechnen Sie: / dx sin(1/z)/x* und/ dr z/(1+ 2%).

—0o0 — 00

Einschub: Cauchy-Hauptwert: FEs kann dabei vorkommen, dass die beiden
Grenzwerte nur dann existieren, wenn die zundchst verwendeten groffen endlichen

Grenzen zugleich wachsen. Man nennt das Ergebnis dann (mit ,P“ fir ,principal
value®) den

C

Cauchy-Hauptwert: P/ dxf(x) = ILm dzf(z).

Wir berechnen dazu folgendes Beispiel fiir n € N:

%) c y
dr 2> 1= lim dr 22" ' + lim dx 2?71
fo%) a—r—0o0 a y—>00 c

= lim (—a®"/2n) + lim y*"/2n.
Y—00

a——00

Beide Grenzwerte existieren offensichtlich nicht. Wenn wir jedoch den Hauptwert
bilden, folgt:

P/ dz 2" 1= lim drz* 1 = lim 0 =0,

oo c—oo J_ . c—00

denn ein Integral einer ungeraden Funktion tiber ein zum Ursprung symmetrisches
Intervall verschwindet.

oo o0

Aufgabe 7.17 Berechnen Sie: / dr /(1 + %) und/ dr z/(1+ x%).

—00 —0o0
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7.6.2 Unbeschriankter Integrand

Nun werfen wir einen kurzen Blick auf den zweiten Fall, wenn némlich der Integrand
an einer Stelle zo des endlichen Integrationsintervalls [a, b] unbeschriankt ist, z.B. an der
unteren Grenze: o = a. Wir berechnen dazu das Integral von einem Wert o + 7 ab,
der nur eine kleine Strecke 1 > 0 oberhalb der kritischen Stelle x liegt und lassen erst im
Ergebnis der Integration diese kleine Strecke gegen Null gehen. Falls dieser Grenzwert dann
existiert, nennen wir ihn ein uneigentliches Integral der zweiten Art und schreiben:

b b
F, (b) = / def(z) :=lim [ dzf(zx)= 717151) Froin(D).

xg n—0 o

Als Beispiel berechnen wir fiir b > 0 und ein kleines positives € > 0 :

b b —1+1 €
d € b1 b

/ 1x = lim dr 2571 = lim SEUNNR | —(b6 — lim ng) = —.
o T1E =0 J, n—=0e—14+1lp ¢ n—0 €

Wir sehen daraus, dass das uneigentliche Integral existiert, wenn die Funktion fiir kleiner
werdende z auch nur ein klein wenig schwéicher ansteigt als 1/z, also z.B. fiir 1/y/z, dass
aber fiir ¢ — 0 die im folgenden

05 1 156 2

Bild 7.13: Unbeschrénkter Integrand

getonte Flache unter der Funktion 1/z, genau das an der Winkelhalbierenden gespiegelte
Bild der frither betrachteten Flédche, gerade keinen endlichen Fldcheninhalt mehr besitzt
und ebenso fiir alle stirker ansteigenden Funktionen wie etwa 1/z2.
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Aufgabe 7.18 Versuchen Sie folgende uneigentliche Integrale der zweiten Art zu berech-

nen:

o) /Obdx/\/E, b) /jdm/\/m, ¢) /Obdx/x3

Wieder verfahren wir ganz analog bei einer Funktion, die an der oberen Grenze unbe-
schrankt wird:

F.(x0) = /xo dxf(z) = lim o def(z) = l1_1>1(1) Fo(xg—¢)

e—0 a

oder, falls die Funktion an einer Stelle xq mitten im Integrationsintervall unbeschrinkt

1st:

b

b To—¢€
/ def(z) == ll_r)I(l]/ def(z) + lim def(x).

n—0 Zo4n

Einschub: Cauchy-Hauptwert: Dabei ist es méglich, dass die beiden Grenz-
werte nur dann existieren, wenn die kleinen Abstinde € und n von der kritischen
Stelle zugleich verschwinden. Auch dann spricht man von dem Ergebnis als

b

b Tro—¢€
Cauchy-Hauptwert: P/ dxf(x):= lir% (/ dxf(zx) +/ dz f(z)).
a e— a zo+e

Folgendes Beispiel zur Erlduterung fiir n € N:

b>0 —€ b
/ dz/z* 1 = lim de/2*" T 4+ lim / da )zt
a<0 e—=0 J, n—0 n
1 —2n /0 —€ : —2n //_ b
_il_r%x /(—2n)| —I—%g"%w /( 2n)|77

auch hier existieren beide Grenzwerte nicht. Wenn wir jedoch den Hauptwert bilden
etwa fiir a = —b, folgt:

b b
P/ dr/z?" "= lim [ dx/2*""' =1im 0 =0,

denn wieder verschwindet das Integral einer ungeraden Funktion tber ein zum Ur-
sprung symmetrisches Intervall.
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/2
dz tanz.

1 g
Aufgabe 7.19 Berechnen Sz'e/ dx/V1 — x? und/
0 0

2

Aufgabe 7.20 Berechnen Sie die Hauptwerte: P/
-1

dx/x und P/ dx tanx.

0
Aufgabe 7.21 Zeigen Sie, dass aus dem uneigentlichen Integral zweiter Art, fol dr/\/x,
durch die Substitution x = 1/y* ein uneigentliches Integral erster Art entsteht.

Mit Integralen, die uneigentlich sowohl erster als auch zweiter Art sind wollen wir uns hier
nicht befassen, obwohl auch diese durch sduberlich getrennte Grenziibergéinge gemeistert
werden kénnen.

Aufgabe 7.22 Beispiele physikalischer Integrale:

a) Wenn Sie die Fallzeit des Mondes ausrechnen wollen, die er fiir den senkrechten Fall
auf die Erdoberfliche brdauchte, wenn er plotzlich auf seiner Bahn stehenbliebe, bendtigen

Sie folgendes Integral: J = [dz \/z/\/1—x.

b) Um das elektrische Potential V' (z) einer (zwischen dem Innenradius r und dem
Auflenradius R) homogen geladenen Kugelschale im Abstand x vom Mittelpunkt zu

berechnen, brauchen Sie aufler dem Integral f_ll dz/\az + b im zihler des Coulomb- Fak-

tors 1/x das folgende etwas kompliziertere Integral Z(x) = er dyy(ly —z| — (y+ 1)), an
dem Sie das Zusammensetzen von Integralen besonders gut tiben kénnen.

Sie werden spéter insbesondere bei den Funktionen mehrerer Variabler noch eine Viel-
falt von weiteren Integralen kennen lernen: Kurven- oder Linien-Integrale, Oberflichen-
und Volumen-Integrale in R&umen verschiedener Dimension. Wenn es jedoch darum geht,
Zahlen auszurechnen, um mit Messwerten zu vergleichen, werden Sie nichts anderes tun,
als Riemann-Integrale berechnen, wie wir das hier zusammen erarbeitet haben.

Aufgabe 7.23 Ein Mehrfachintegral:

Zum Schluss dieses Kapitels noch einen Ausblick auf Mehrfachintegrale, damit Sie an
einem einfachen Beispiel sehen, dass Sie mit den erlernten Techniken auch viel kom-
pliziertere Arten von Integralen ausrechnen kénnen, namlich den Flacheninhalt einer
im ersten Quadranten liegenden, die Achsen tangierenden Kreisscheibe mit Radius r
als Doppelintegral: Die Gleichung des Kreises lautet (z1 — r)? + (vo — 1)* = r?, also ist
rp=rxT mitl = \/r2— (z3—71)2

Sie werden spdter lernen, dass folgendes Doppelintegral dann den Flicheninhalt beschreibt:

F = f02r d.l’g fTT_JrFF d.f(]l.
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Kapitel 8

KOMPLEXE ZAHLEN

8.1 Imaginire Einheit und Darstellungen

8.1.1 Motivation

Wir haben in Abschnitt 2.2.4 mehr aus grundsétzlichen und mathematischen Griinden
beschlossen, unseren physikalischen Uberlegungen den Korper der reellen Zahlen zu-
grunde zu legen, obwohl die endliche Genauigkeit aller physikalischen Messungen es ge-
stattet hétte, sich mit den rationalen Zahlen zu begniigen. In diesem Kapitel wollen wir
den Zahlenraum nun noch einmal ohne zwingende physikalische Notwendigkeit erweitern,
namlich zu den komplexen Zahlen C .

Obwohl es viele mathematische Griinde gibt, den Zahlenkorper zu erweitern, so daf er
auch die Losung der Gleichung 2> = —1 enthiilt, und bei dieser Erweiterung auflerdem
auch viele unerwartete und tiefe Einsichten moglich wurden, sind die komplexen Zahlen
fiir die Physik nur ein typisches Hilfsmittel. An keiner Stelle der Physik ist es wirklich
notwendig, die komplexen Zahlen zu verwenden. Dennoch sind sie in weiten Bereichen
eine duflerst bequeme Art der Darstellung fiir viele Phéinomene. Sie kénnen sich noch gar
nicht vorstellen, wie bequem etwas Uberfliissiges sein kann! Nicht nur bei allen Schwin-
gungsvorgangen und in der Elektrotechnik gehéren die komplexen Zahlen zum taglichen
Werkzeug, sondern vor allem die Quantenmechanik enthélt ganz wesentlich komplexe
Groflen, ja der entscheidende Unterschied der Schrodinger-Gleichung etwa zur Wéarme-
leitungsgleichung ist die imaginédre Einheit ,,i“. Ohne Verwendung der komplexen Zahlen
miiffite man statt einer einfachen komplexen Gleichung zwei kompliziert gekoppelte reelle
Differentialgleichungen behandeln und losen lernen. Deshalb ist dieses Kapitel auch eine
direkte Vorbereitung auf Thre Quantenmechanik-Vorlesung.
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Die iiberraschenden Ergebnisse der komplexen Zahlen fiir die Mathematik sind auch fiir
sich allein schon interessant und einige Miihe wert: Mit der Erweiterung von R auf C
wird nicht nur 22 = —1, sondern jede Gleichung zweiten Grades l16sbar, ja sogar jede
algebraische Gleichung n-ten Grades hat nach dem Fundamentalsatz der Algebra genau
n Losungen in C. Jede rationale Funktion hat eine Partialbruchzerlegung. Erst jetzt wird
der Konvergenzradius der Potenzreihen versténdlich aus dem Definitionsbereich und vieles
andere mehr.

So ergibt sich die Frage: Was muss getan werden, um in dieses Paradies zu gelangen?

8.1.2 Imaginire Einheit

Mit den reellen Zahlen ist, wie wir gesehen haben, zwar jede Gleichung z*> = a > 0
l6sbar: = +4/a, aber es existiert keine reelle Zahl z € R, fiir die 2> + 1 = 0 ist. Wir
sehen das indirekt: Gébe es ndmlich eine solche reelle Zahl z # 0, dann miifite fiir diese
Zahl auf der reellen Zahlengeraden entweder x < 0 oder x > 0 sein, also ihr Quadrat
22 =x-1 = (—z)(—x) > 0 sein. Erst recht miiBte auch 2% + 1 > z? > 0 sein, und das
wiire ein Widerspruch zu unserer Ausgangsgleichung: 2% + 1 = 0.

Die Erweiterung der reellen Zahlen erfordert also wenigstens die Hinzunahme der Losung
z € C der Gleichung 2% +1 = 0. Dieses Problem wurde 1777 von Euler mit einem genialen
Trick dadurch gelost, dass er der unbekannten neuen Zahl einfach einen Namen gab:

Imaginire Einheit: i2 := —1.

Damit kann man die Lésung der Gleichung 22 + 1 = 0 einfach hinschreiben: z = =i.

Zunéchst ziehen wir einige direkte Folgerungen aus dieser Definition fiir die Potenzen
von 7, wobei wir versuchen alle vom Ko6rper der reellen Zahlen her bekannten Rechenregeln
einfach beizubehalten:

ii=+v-1, ¥=-1, P=i=-i i'=1"=(-1)(-1) = +1, usw.

il = 2= 1 e = it =t = ] mit noe N

Y

Auch die negativen Potenzen erhalten wir leicht: Zunéchst folgt fiir die zu i inverse Zahl

i~ aus
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it=1=i*=i? = {i'=i3=-i
und weiter:
1 1
12:3:—:—1, i3 =i, usw
1 -1

D.h. die oben eingerahmten Ergebnisse gelten sogar fiir alle ganzen Zahlen n € Z.

Aufgabe 8.1 Imaginiire Einheit: Berechnen Sie: i',i*® und (—i)=2°.

8.1.3 Definition der komplexen Zahlen

Mit diesem ersten Erfolg gehen wir sogleich an die allgemeinere Gleichung 2% = —b? < 0
und finden als Losung z = £v/—b? = +by/—1 = +ib. Wir nennen eine mit der imaginéren
Einheit i multiplizierte reelle Zahl eine

imaginire Zahl: z :=iy mit y € R.

Wenn wir noch allgemeinere Gleichungen betrachten, niimlich (2 — a)? + 0* = 0, erhalten
wir als Losung z = a £ ib, also eine Linearkombination einer reellen und einer imaginéren
Zahl. Dies nennen wir eine allgemeine

komplexe Zahl: z ==z +iy mitz,yeR.

Eine komplexe Zahl ist also ein geordnetes Paar eindeutig festgelegter reeller Zahlen:
der rein reelle erste Teil heif3t

Realteil der komplexen Zahl: + = Rez € R,

und der mit dem Faktor i versehene zweite Teil heif3t

Imaginérteil der komplexen Zahl: y =Imz € R.
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Diese Zerlegung in Real- und Imaginérteil ist eindeutig im Gegensatz zu den rationalen
Zahlen, die wir ebenfalls als , geordnete Paare* damals von ganzen Zahlen eingefiihrt
hatten, bei denen wir aber ganze Aquivalenzklassen identifiziert haben: (1,2) = (2,4) =

(3,6) = ... denn das ,Kiirzen“ sollte moglich sein, ohne die Zahl zu &dndern:
12 3 _

2476
Die Gleichheit z = w zweier komplexer Zahlen z = x 4 iy und w = u + iv bedeutet die
Gleichheit der beiden Real- und der Imaginérteile: * = v und y = v, d.h.

eine komplexe Gleichung z = w beinhaltet
zwei reelle Gleichungen: Re z = Rew und Im z = Im w.

Speziell verschwindet eine komplexe Zahl nur genau dann, z = 0, wenn Real- und Imagi-
nérteil beide gleich Null sind:

z=x+iy=0 <= Rez=2z=0und Imz =y =0.

Die reellen Zahlen R : z = x sind eine Teilmenge der Menge der komplexen Zahlen: R C C,
namlich alle diejenigen mit Im 2z = y = 0. Dazu kommen die rein imaginédren Zahlen z = iy
als neue Elemente hinzu.

Bevor wir uns den Rechenregeln zuwenden, wollen wir einen Uberblick gewinnen iiber die
Methoden, die komplexen Zahlen zu veranschaulichen:

8.1.4 Gauflische Zahlenebene

Zur Darstellung eines geordneten Paars reeller Zahlen bietet sich natiirlich die Ebene an,
die wir schon bei der Darstellung von Variable und Funktionswert einer reellen Funktion
verwendet haben und jetzt Gauf3sche Zahlenebene nennen: jedem Punkt (oder ,, Zeiger*,
wie die Elektrotechniker sagen) der GauBischen Zahlenebene entspricht also genau eine
komplexe Zahl.

Als Orientierungshilfe zeichnen wir in der Ebene zwei reelle Zahlengeraden aus, die aufein-
ander senkrecht stehen, die reelle Achse R,, und die imaginire Achse R, d.h. wir wéhlen
ein kartesisches Koordinatensystem: der Realteil = einer komplexen Zahl z, d.h. eines
Punktes (oder Zeigers) z, ist dann die Projektion seines Abstands vom Nullpunkt (oder
seiner Lange) auf die reelle 1-Achse, und der Imaginérteil i entsprechend auf die imaginére
2-Achse, wie im folgenden Bild zu sehen:

Als Alternative zu kartesischen Koordinaten in der Ebene kann man selbstverstandlich
auch ebene Polarkoordinaten verwenden, indem man
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1 a={1+i)
/ Z=X+iy
¥ =|z| (cos g +isin ¢p)
P e
2 ke
1 x 7

Bild 8.1: GauBsche Zahlenebene mit kartesischem Koordinatensystem

z = |z|(cos ¢ +isin )

schreibt mit dem

Realteil Re z =z = |z|cos ¢

und dem

Imaginirteil Im z = y = |z|sin .

Daraus folgt nach dem Pythagoras fiir den

Betrag der komplexen Zahl: 0 < |z| := 4/ (22 + y?) < oo.

Der Polarwinkel, den man man aus £ = tan ¢ erhilt, ist nur bis auf additive Terme 27
bestimmt und heif3t

Argument der komplexen Zahl: z.B. 0 < p = arg(z) < 27.
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Bei der Bestimmung des Arguments sto3t man auf eine kleine Schwierigkeit, eine Zwei-
deutigkeit, die daher kommt, daf§ £ = =¥:

Wenn wir z.B. die komplexe Zahl a = 1 + 4 betrachten mit dem Realteil Re a = 1 und
dem Imaginérteil Im a = 1, erhalten wir fiir den Betrag zwar eindeutig |a| = v/2, fiir das
Argument jedoch zunichst zwei Werte a = arg(a) = arctan1 = 7 oder %7?, die beide
im Intervall [0, 27) liegen. Durch Einsetzen der beiden in Frage kommenden Werte in Re a

s

kénnen wir jedoch in jedem Fall leicht das richtige Argument finden: fiir o = 7§ erhalten

wir richtig: Rea = |a|cosa = v2cosT = % = +1, withrend uns @ = 27 das falsche
Resultat Rea = v/2cos 37 = % = —1 liefert.

Einschub: Genaue Berechnung der Argumente: Zur genauen Berechnung
des Arguments einer komplexen Zahl aus ihrem Real- und Imagindrteil in den von
uns gewdhlten Grenzen dienen folgende Gleichungen:

fiir >0 und y > 0 aus ¢ = arg(z + iy) = arctan £,

fiir x>0 und y < 0 aus ¢ = arg(x + iy) = arctan £ + 27,

fiir x < 0 und y bel. aus ¢ = arg(z + iy) = arctan £ + 7,

firx =0 und y > 0 aus ¢ = arg(z +iy) = 7/2,

firx =0 und y <0 aus ¢ = arg(z + iy) = 37/2 und

fiir x =0 und y = 0 ist das Argument unbestimmt.

Einschub: Alternative Wahl der Grenzen der Argumente: Mit Blick
auf spdatere Anwendugen wdhlen viele Lehrbiicher der Funktionentheorie, Computer-
programme und die DIN- bzw. ISO-Standardisierungsvorschlige statt dem (uns von
der Schule her gewohnten) Polarwinkelintervall ein um die reelle Achse symmetri-
sches Intervall der Linge 2w fiir die Argumente der komplexen Zahlen, nennen diese
dann Hauptargumente der komplexen Zahl und manche kennzeichnen diese
Wahl durch einen Grof$buchstaben A: —m < ¢ = Arg(z) <

Bei diesen symmetrischen Grenzen erhdlt man das Hauptargument einer komplezen
Zahl aus ithrem Real- und Imagindrteil aus folgenden Gleichungen:

fiir x> 0 und y bel. aus ¢ = Arg(x + iy) = arctan Z,

fiir x <0 und y >0 aus ¢ = Arg(x +iy) = arctan £ + 7,

fiir x <0 und y <0 aus ¢ = Arg(x +iy) = arctan £ — 7,

firx=0undy >0 aus ¢ = Arg(x +iy) = 7/2,

firx=0undy <0 aus ¢ = Arg(x + iy) = —7/2 und

fir =0 und y = 0 ist das Hauptargument wieder unbestimmdt.

Aufgabe 8.2 Argument einer komplexen Zahl:

Bestimmen Sie das Argument der komplexen Zahl b =1 —1i.
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8.1.5 FEuler-Formel

Wenn wir in die Darstellung der komplexen Zahlen in ebenen Polarkoordinaten fiir Co-
sinus und Sinus die Taylor-Entwicklungen einsetzen, stoflen wir auf eine interessante
Relation:

é = cosp +isingp
- + 1 mlt _1 = 12 erhalten Wir:
n=0 -0 2n —|— 1
') 2\n, 2n o0 n 2'rL+1
= nz:% (l(éT?l + 1; &22171) und zusammengezogen:

o0 i N\2n 0 2n+1
= Z (;;0:0' + ; %, ausgeschrieben ergibt das:

n=0 0
_ (ip)? (i)t (ip)" (ip) | (ip)® | (ip)°  (ip)T
= L4 b e b e e e
B i(is@)”
_ =

Diese Reihe kommt uns bekannt vor. Wir erkennen darin die Taylor-Reihe, die es uns
gestattet hat, die Funktionswerte der Exponentialfunktion zu berechnen, nur dass da
jetzt vor der reellen Variablen ¢ ein i steht. Dadurch fiihlen wir uns ermutigt, durch die
obige Reihe die Exponentialfunktion fiir eine imaginére Variable zu definieren:

Exponentialfunktion fiir eine imaginire Variable: ¢ := (1—;3,)—
n=0 :

Mit dieser Definition erhélt die gefundene Relation eine ganz einfache Gestalt, sie ist
beriihmt unter dem Namen:

Euler-Formel: ¢ := cos + isin .

Daraus entnehmen wir Ree'¥ = cosp und Im e = sing. Da Cosinus und Sinus peri-
odische Funktionen mit der Periode 27 sind, mufl demnach auch die Exponentialfunktion
einer imagindren Variablen eine 27-periodische Funktion sein:
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2rmi-periodisch: e (¥+27%) = iv mit k € Z.

Mit der Euler-Formel haben wir neben den Darstellungen der komplexen Zahlen in kar-
tesischen und Polarkoordinaten eine dritte sehr beliebte Darstellung erhalten:

Exponentialdarstellung der komplexen Zahl: » = |z|el®.

Speziell fiir folgende komplexe Zahlen auf dem Einheitskreis: |z| = 1 stellen wir zum
Auswendiglernen einige wichtige Relationen zusammen:

l=el=¢?M 1 =¢e" j=¢c2, —i=e2

8.1.6 Komplexkonjugation

Eine haufig benutzte Transformationen von komplexen Zahlen wollen wir uns noch in der
GauBlschen Zahlenebene veranschaulichen: Die Komplexkonjugation ordnet jeder kom-
plexen Zahl z ihre komplex Konjugierte z* zu durch Vorzeichenumkehr aller auftretenden
Eulerschen ,,i“ (Die Mathematiker verwenden haufig statt des Sterns einen Querstrich iiber
dem Buchstabensymbol, der uns aber hier nicht zur Verfiigung steht): In der Gauflschen
Zahlenebene bedeutet die Komplexkonjugation offensichtich die Spiegelung der komple-
xen Zahlen an der reellen Achse: nur alle Imaginérteile und das Argument erleiden eine
Vorzeichenumkehr, der Realteil und der Betrag bleiben ungeéndert:

Komplexkonjugation:

z=z+iy=|z|e¥ = zF=x—1iy=|z|(cosp —ising) = |z|e7¥

d.h. Rez* =Rez, Imz*=-—Imz, |[2*]=]z| und argz* = —argz.

ZB. fira=1+ifolgt a* = (14+1i)*=1-1

Durch zweimalige Spiegelung erhilt man wieder die urspriingliche Zahl zuriick: (z*)* = z.
Aufgabe 8.3 Komplexkonjugation:

Berechnen Sie fiir die komplexe Zahl ¢ := 3 + 3iV/3 :
Rec, Ime, |c|, arge, ¢*, c+c*, c—c"
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Z=X+1y

Re
=

Z' = X-iy

Bild 8.2: Komplexkonjugation

Einschub: Zahlenkugel: Schliefilich erwdihnen wir noch eine Alternative zur
Darstellung der komplexe Zahlen in der Gaufischen Zahlenebene: die Riemannsche
Zahlenkugel:

Dazu denken wir uns eine Kugel vom Durchmesser 1 mit ihrem ,Stidpol“ im Ur-
sprung auf die Gaufsche Ebene gelegt und alle Punkte der Ebene durch Geraden mit
dem Nordpol der Kugel verbunden, wie in der obigen Abbildung skizziert:

Jedem Punkt der Ebene wird durch diese von den Mathematikern ,stereographisch*
genannte Projektion eindeutig ein Punkt auf der Kugeloberfliche zugeordnet, der als
alternative Darstellung der entsprechenden komplexen Zahl dienen kann: Man sieht
unmittelbar, dass der Ursprung in den ,,Stdpol“, das Innere des Einheitskreises auf
die ,siidliche Halbkugel®, der Finheitskreis auf den ,Aquator und das Aufere des
Finheitskreises auf die ,nordliche Halbkugel“ abgebildet werden. Das Interessante an
dieser Darstellung ist jedoch der ,Nordpol“, der sich als stetiges Bild aller unend-
lich fernen Punkte der Ebene ergibt. Damit wird zum Ausdruck gebracht, dass vom
Standpunkt der komplexen Zahlen nur eine Zahl co existiert und in deren Umgebung
genauso argumentiert werden kann, wie fir jede andere komplexe Zahl. Immer wenn
derartige Uberlequngen eine Rolle spielen, werden Sie spéter auf diese Art der Dar-
stellung zurickkommen und die Umgebung des Punktes oo auf der Riemann-Kugel
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Bild 8.3: Bild der Riemannschen Zahlenkugel auf der Gaulschen Zahlenebene

betrachten. Wir werden sie in diesem Kurs nicht weiter bentitzen.

8.2 Rechenregeln der komplexen Zahlen

Die geniale Erfindung der Zahl ,;i“ 16st alle Probleme der Rechenregeln fiir die komplexen
Zahlen automatisch. Wir wollen im folgenden sehen, wie sich die Korpereigenschaften von
den reellen Zahlen R auf die komplexen C iibertragen und uns dabei um deren anschauliche
Deutung in der Gauflschen Ebene bemiihen:

8.2.1 Abelsche Gruppe der Addition

Die komplexen Zahlen bilden wie die reellen eine abelsche Gruppe der Addition: Wenn
2z =x + iy und w = u + iv zwei komplexe Zahlen sind, dann ist ihre Summe:

Summe: z+w=x+iy+u+iv=(xr+u)+i(y + v),
d.h. Re(z4+w) = Rez4+Rew und Im(z4+w) = Im z+Im w.

Die Veranschaulichung in der Gaufl-Ebene erfolgt am besten mit Hilfe des kartesischen
Koordinatensystems: Der ,Zeiger der Summe ist das, was die Physiker aus dem Kréfte-
parallelogramm als resultierende Kraft kennen, wie im néchsten Bild zu sehen:

Die Gruppengesetze ergeben sich einfach aus den entsprechenden Relationen der reellen
Zahlen fiir Real- und Imaginérteil.
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Z+W = (X+U) +i(y+v)

Vv
¥
¥
Re
-
u X X+u
Bild 8.4: Addition komplexer Zahlen
Einschub: Gruppengesetze:
KommutativesGesetz: a+b=0b+a
AssoziativesGesetz : (a+b)+c=a+(b+c)
Nullelement : F0:=0+i0 VzeC: 24+0==z¢
Negatives : VzeC 3J —z:=—2x—-1iy: z+(—2)=0.

Der eindeutig bestimmten Negativen —z zu jeder komplexen Zahl z entspricht in der
GauBlschen Zahlenebene der am Ursprung gespiegelte Punkt (oder Zeiger). Damit wird die
Subtraktion der komplexen Zahlen méglich, wie von den reellen gewohnt: Die Differenz
a — b 16st die Gleichung z 4+ b = a eindeutig.

Der Betrag der Differenz |a — b| = /(Rea — Reb)2 + (Ima — Imb)2 = |b — af ist der
Abstand der beiden entsprechenden Punkte bzw. der Spitzen der entsprechenden Zeiger
in der Ebene.

Insbesondere gilt die

Dreiecksungleichung: |a + b| < |a| + |b|.

Einschub: Dreiecksungleichung: Der Beweis greift auf die Multiplikation
voraus, mag uns aber als Ubung tm Rechnen mit komplexen Zahlen dienen: Wir
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Bild 8.5: Subtraktion komplexer Zahlen

betrachten das Quadrat

la + b|?

IN

(a+b)(a+b)*

(a+b)(a™+0b%)

|a® + [b]* + ab* + a*b

la]? + [b]? + ab* + (ab®)*

la? + 6> + 2 Re(ab®)

la|® + b + 2|ab*|, denn fir jede komplexe Zahl ist Rez < |z|
|al? + [ + 2]a||"]

jal? + [b]* + 2]al[b]

(lal + [b])?.

Daraus folgt die Dreiecksungleichung als die positive Wurzel beider Seiten.

Fiir die komplexen Zahlen selbst gibt es keine Ungleichungen mehr! Man kann
offenbar fiir zwei beliebige komplexe Zahlen nicht mehr entscheiden, welche von ihnen die
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groflere ist. Das ist der wichtige Unterschied zu den auf der Zahlengeraden angeordneten
reellen Zahlen und der Preis, den wir fiir die Erweiterung zahlen mufiten. Es gibt allerdings
noch einen ,Rest von Ordnung®, ndmlich aus a # b folgt immer noch a + ¢ # b + c.

Das komplex Konjugierte einer Summe ist die Summe der konjugierten Summanden:

(z+w)* = (2*+w").

Der Stern kann also in die Klammer hineingezogen werden.

Aus der Summe bzw. Differenz einer komplexen Zahl und ihrer komplex Konjugierten
erhélt man leicht den Real- bzw. Imaginérteil:

Rez = Z—E’Z* bzw. Im z = 25_15“

Die komplex Konjugierte z* = |z|(cos¢ — ising) = |z|e™¥ gestattet uns so auch die
Umkehrung der Euler-Formel:

8.2.2 Abelsche Gruppe der Multiplikation

Auch bei der Multiplikation regelt Eulers i alles automatisch. Wir kénnen mit den von
den reellen Zahlen gewohnten Gesetzen die beiden komplexen Zahlen z = x + iy und
w = u + iv einfach miteinander multiplizieren und i = —1 beriicksichtigen:

2w = (z +iy)(u +iv) = 2u +i(yu + 2v) +iyv = (zu — yv) +i(yu + 2v)

So erhalten wir einen ziemlich komplizierten Ausdruck fiir das

Produkt: zw = (zu — yv) + i(yu + zv).
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Dieser Ausdruck 148t sich nicht leicht im kartesischen Koodinatensystem veranschauli-
chen, auch wenn wir ihn mit z = |z|(cos¢ + ising) bzw.w = |w|(cosw + isinw) in
Polarkoordinaten umschreiben:

zw = |z|(cosy +isinp)|w|(cosw + isinw)

= |z|Jw|((cos ¢ cosw — sin psinw) + i(sin ¢ cosw + cos psinw)).

Deshalb gehen wir mit der Eulerschen Formel z = |z]e'¥ und w = |w|e™ zur Exponenti-
aldarstellung iiber, die unserem Wunsch nach Veranschaulichung entgegenkommt:

Produkt: zw = |z|e¥|w|e™ = |z||w|e¥F) = |z||w|(cos(p + w) +isin(p + w)).

Das bedeutet fiir den Betrag des Produkts: |zw| = |z||w]

und fiir das Argument des Produkts: arg(zw) = arg z + arg w.

Aus der Gleichung fiir die Betréige entnehmen wir, dass

d.h. dass sich die Lange |zw| des Produktzeigers zur Lénge |w| des Zeigers des einen
Faktors verhilt wie die Lange |z| des Zeigers des anderen Faktors zu 1. Zur Veranschau-
lichung haben wir also von dem einen Faktorzeiger z.B. w aus das Argument ¢ des
anderen Faktors anzutragen, um genau dann den Produktzeiger zw zu erhalten, wenn das
Dreieck AOw(zw) dem Dreieck A01z ahnlich ist. Wir illustrieren dies im Bild 8.6:

Als Nebenprodukt unserer obigen Bemiithungen um eine Veranschaulichung in Polarkoor-
dinaten haben wir wegen der Eindeutigkeit der komplexen Zahlen die trigonometrischen
Additionstheoreme fiir die Winkelsummen abgeleitet, die wir frither Miihe hatten,
herzuleiten und auswendig zu lernen:

cos(p +w) = cospcosw — sinpsinw
sin(p +w) = sinpcosw + cos psinw

Die Gesetze der abelschen Gruppe der Multiplikation ergeben sich wieder einfach
aus den entsprechenden Relationen der reellen Zahlen.
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Bild 8.6: Multiplikation komplexer Zahlen

Einschub: Gruppengesetze:

KommutativesGesetz : ab = ba

AssoziativesGesetz : (ab)e = a(bc)
Einselement : A1:=14+10 VzeC: 1-z=2=z
Inverses : Vz=re¥ 3z li=rle ¥ mitz 271=1

Die Existenz einer eindeutigen Inversen erméglicht die Division durch komplexe Zahlen:
der Quotient a-b~! =: 7 1ost die Gleichung z - b = a fiir b # 0. Zur Veranschaulichung des
Quotienten berechnen wir

Quotient: & = —|ei(9"*°’) = 1—r(cos(p —w) + isin(p —w)).
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Das bedeutet fiir den 12
Betrag des Quotienten: || = ’—Z|

und fiir das
Argument des Quotienten: arg(£) = arg z — argw.

E2
w

Aus der Gleichung fiir die Betrédge erhalten wir

gl

1
2l Jwl”

d.h. die Lange ‘5‘ des Quotientenzeigers verhilt sich zur Lange |z| des Zeigers des Zahlers
wie 1 zur Lénge |w| des Nenners. Zur Veranschaulichung haben wir also vom Argument
@ des Zeigers des Zihlers z aus das Argument w des Nenners abzuziehen, um genau dann
den Quotientenzeiger Z zu erhalten, wenn das Dreieck AO(Z)z dem Dreieck AOlw dhnlich

ist. Wir sehen uns das wieder genauer an im néchsten Bild:
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Bild 8.7: Division komplexer Zahlen

Um den Quotienten in kartesischen und ebenen Polarkoordinaten auszurechnen, verwendet
man am besten die Relation

*

2W

4
= fup

die man sich einprégen sollte, da sie hdufig gebraucht wird.
Zur Vervollstandigung der Gesetze eines Korpers gibt es dazu wie frither ein

Distributives Gesetz: (a + b)c = ac + bc.
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Das komplex Konjugierte eines Produkts ist das Produkt der konjugierten Faktoren:

Der Stern kann wie bei der Summe in die Klammer hineingezogen werden.

Beim Rechnen mit komplexen Zahlen beniitzt man haufig die Tatsache, dass das Produkt
einer komplexen Zahl mit ihrer komplex Konjugierten reell ist:

22" = (r+1y)(z — iy) = 2?4yt = |Z|2 e R.

Diese Relation hilft auch, wenn man einen Nenner reell halten will: % = |L|Z
z

Auch bei der Multiplikation gibt es wieder einen bescheidenen Rest der bei der Erwei-

terung der reellen Zahlen ins Komplexe verlorengegangenen Ordnung: Aus a # b und
¢ # 0 folgt ac # be.

Aufgabe 8.4 Multiplikation und Division einer komplexen Zahl:

Berechnen Sie fiir die komplexe Zahl ¢ := 3 + 3iV/3 :
cct, 2 cfer, /e, 1/c*, 1/c+1/c¢*, 1/c—1/c* und 3.

Aufgabe 8.5 Multiplikation und Division komplexer Zahlen:

Berechnen Sie allgemein fiir eine komplexe Zahl z = re'¥ :
zz*, 22 z)2%, z/zY|, 1/z+1/z%, 1/z2—1/z*

Aufgabe 8.6 Einfache Abbildungen:

Wihlen Sie eine komplexe Zahl z und berechnen und skizzieren Sie fiir diese: a)iz, b) 1/z
und c) 1/z*.
Aufgabe 8.7 Andere Produktdefinitionen:

Zeigen Sie durch ein Gegenbeispiel, dass der oben erwdihnte Rest von Ordnung: a # b,
¢ # 0 = ac # be nicht gelten wiirde, wenn wir statt der durch Fulers ,i“ nahegelegten
komplizierten Produktdefinition etwa das einfachere a X b := a1by + tasby gewdhlt hdtten.
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8.3 Funktionen einer komplexen Variablen

8.3.1 Definition

Ganz analog wie im Reellen definieren wir komplexe Funktionen einer komplexen
Variablen wieder als Input-Output-Relation oder Abbildung, jedoch mit einem be-
deutenden Unterschied: Die dort ausdriicklich in den Funktionsbegriff mit eingeschlos-
sene Eindeutigkeit mit 3!y = f(z) wollen wir bei den komplexen Funktionen nicht
voraussetzen:

w = f(z) komplexe Funktion: Vz € D; CC FJw= f(z):weW;CC

Bild 8.8: Komplexe Funktion mit Mehrwertigkeit

Es wird also moglich und sogar die Regel sein, dass es zu einem Wert der unabhéngigen
komplexen Variablen z aus dem Definitionsbereich D; C C im Wertevorrat Wy C C
mehrere Funktionswerte f(z) gibt. Wir werden ein-, zwei-, drei- usw. mehrdeutige, besser
mehrwertige Funktionen kennen lernen und sogar oo-wertige zulassen.

Einschub: Eindeutigkeit: Man kann auch fiir die komplexen Funktionen die
FEindeutigkeit in der Funktionentheorie gemacht wird. Man muss dann spdter aller-
dings den Wertebereich genauer angeben, sodass dasselbe Funktionsymbol je nach
Wertebereich mehreren Zweigfunktionen beschreibt.

Auf eine wichtige komplexe Funktion, die Exponentialfunktion, sind wir im Abschnitt 8.1
bereits gestoflen.

Da wir bei den komplexen Zahlen keine Ordnung mehr haben, kann es natiirlich kein
Analogon zur Monotonie geben, die fiir reelle Funktionen sehr wichtig war.
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Das Rechnen mit komplexen Funktionen einer komplexen Variablen erfolgt nach
den im letzten Abschnitt zusammengestellten Regeln des Korpers C mit den beiden Kom-
mutativen und Assoziativen Gesetzen sowie dem verbindenden Distributiven Gesetz: Z.B.
ergibt die Summe bzw. Differenz zweier komplexer Funktionen f(2) £ f2(2) = g(2) eine
neue komplexe Funktion, das komplexe Vielfache cf(z) = g(z) mit ¢ € C ebenfalls und
analog das Produkt fi(z) - fao(2) = g(2) oder, falls fo(z) # 0 im Definitionsbereich, auch

der Quotient f1(z)/f2(2) = g(2).

8.3.2 Grenzwerte und Stetigkeit

Auch die Ubertragung des fiir die reellen Folgen und Funktionen zentralen Begriff des
Grenzwerts bereitet uns keine ernsten Probleme, da es dabei auf den Abstand zwischen
Punkten ankam, den wir auch im Komplexen zur Verfiigung haben.

Wir sagen, eine Folge von komplexen Zahlen (z,),cy hat eine komplexe Zahl zy als

Grenzwert oder Limes und schreiben: lim z, = zy (manchmal ldssiger: z, oo — 20),
n—oo

oder nennen die Folge

(zn)nen konvergent gegen zg: Jzp : lim z, = zy <~
n—o0

Ve > 03N(e) € N: |z, — 20| <eVn > N(e).

Mit dem letzten Stenogramm ist wieder gemeint: fiir jede vorgegebene auch noch so kleine
positive Zahl ¢ kann man eine Nummer N(g) angeben, so dass der Abstand vom H&u-
fungspunkt z, fiir alle Folgenglieder mit einer gréfleren Nummer als N kleiner ist als das
vorgegebene kleine €.

Mit dieser Definition des Grenzwerts komplexer Zahlen sind alle Konvergenzbetrachtungen
im Komplexen auf die Untersuchung der entsprechenden reellen Absténde zuriickgefiihrt.

Fiir die komplexen Funktionen wihlen wir wieder eine Folge (z,)nen C Dy von kom-
plexen Zahlen im Definitionsbereich Dy der Funktion f, die fiir n — oo gegen die Zahl
29 € Dy strebt. Dann bilden wir die Funktionswerte an diesen Stellen f(z,), die wie-
der eine Folge darstellen (f(z,))nen, und iiberpriifen, ob diese Folge der Funktionswerte
konvergiert. Falls sich das fiir jede aus dem Definitionsbereich herausgegriffene gegen z
strebende Folge zeigen 148t und denselben Grenzwert wq ergibt, nennen wir die Folge der

Funktionswerte konvergent gegen wp :  lim f(2) = wy :
Z—r20

lim f(z) = wy konvergent: <= Y(z,)nen: lim 2z, = zp = lim f(z,) = wo
Z2—20 n—o00 n—o00
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Wenn wir unsere Definition der Konvergenz fiir Folgen einsetzen, ergibt das:

lim f(z) = wy konvergent:
Z—r20

= Ve>030>0: |[f(z) —wo| <e Vze& Dpmit|z— 2| <9

Dies fiir alle Folgen zu zeigen, ist natiirlich wieder leichter gesagt als getan! Wir iiberlassen
dieses Problem wie schon frither im Reellen den Mathematikern und beschrianken uns auf
die uns interessierenden meist ohnehin klaren Falle.

Mit dieser Grenzwertdefinition konnen wir leicht auch fiir unsere komplexen Funktionen
die Stetigkeit definieren analog unserer fritheren Definition:

w = f(z) stetig bei zyp <= Ve >0 3i(e) > 0: |f(2) —wp| <& Vzmit |z — 2| <0

Fiir die Grenzwerte bedeutet das wieder, dass an der betrachteten Stelle zy der Limes
durch den Funktionswert wy = f(zo) des Grenzwerts zy einer Folge (z,) aus dem Defi-

nitionsbereich der Argumente gegeben wird: lim f(2) = wy = f(20) = f(lim z,). An-
z—20 n—00

schaulich heifit das, dass die Funktion f(z) dem Punkt 25 benachbarte Punkte wieder in
benachbarte Bildpunkte abbildet.

8.3.3 Graphische Darstellung

Allerdings gestaltet sich die graphische Darstellung der komplexen Funktionen we-
sentlich schwieriger als im reellen Fall, da eine Funktion wvier reelle Groffen zueinander in
Beziehung setzt. Statt eine reelle Urbild-Gerade, ndmlich die x-Achse, auf eine andere,
die Bild-Gerade oder y-Achse, haben wir jetzt eine ganze komplexe Urbild-Ebene, die
z-Ebene, auf eine andere, die Bild- oder w-Ebene, abzubilden. Wir haben uns bei der
graphischen Darstellung einer reellen Funktion einer reellen Variablen daran gewohnt, die
beiden Zahlengeraden senkrecht aufeinanderzustellen und die Abbildung durch eine Kurve
in der Ebene zu veranschaulichen. Fiir komplexe Funktionen einer komplexen Variablen
miissen wir neue Arten der Darstellung finden. Wir werden meist die Urbild-Ebene
und die Bild-Ebene nebeneinander zeichnen und ausgewéhlte Punkte oder Kurven
in der z-Ebene und deren Bilder in der w-Ebene durch dieselben Symbole oder Farben
kennzeichnen. Dariiber hinaus kénnen natiirlich auch ein Hohenlinien-Netz von Real-
u und Imaginéirteil v iiber der z-Ebene oder von Betrag |w| und Argument argw
der Funktionwerte iiber einem x-y-Netz der z-Ebene cine genauere Vorstellung
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von der Abbildung geben. Den besten Eindruck von der Wirkung einer Funktion erhélt
man durch ein perspektivisches Reliefgebirge z.B. mit x-y-Netz iiber einem Bereich
der z-Ebene. Wegen dieser Schwierigkeiten werden wir nur die wichtigsten Funktionen aus
unserer Grundausstattung reeller Funktionen im Komplexen studieren:

8.3.4 Potenzen
Zunéchst betrachten wir wie frither die Potenzen 2" mit natiirlichen Exponenten n € N :

w=2" = (z+iy)" = |2|"(cos p +isin )" = |z|"e™ = |2|"(cos ny + isinny),

wobei wir zum Schlul die Euler-Formel verwendet und so deren Erweiterung erhalten
haben: die

Moivre-Formel: 2" = |z|"(cos ng + isinny).

Das bedeutet fiir den

Betrag der n-ten Potenz: |2"| = |z|"

und fiir das

Argument der n-ten Potenz: arg(z") = narg(z).

Wir wollen zwei Beispiele genauer diskutieren:

1) Als erstes Beispiel wihlen wir die Quadrat-Funktion, d.h. n =2 :

Quadrat-Funktion: w = u + iv = 2% = (z + iy)? = (2% — y?) + 22y = |2|?e?%,

d.h. fiir den Realteil v = 2? — y? und den Imaginérteil v = 2zy bzw. fiir den Betrag
|w| = |z|? und fiir das Argument arg(w) = 2 arg(2).

Zunéchst berechnen wir einige Bildpunkte:
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w(£l) = (F£1)*=1,
w(+i) = (£i)? =22 =" = —1 und

wl+i) = (14+i)? = (V2e+T)? = £2i.

Dann betrachten wir die senkrechte Gerade z = 1 : v = 22 — 3> = 1 — 3% und
’U2

v = 22y = 2y. Daraus folgt 1 —u = 3? = T also u = —% + 1, d.h. die Gleichung einer
nach links offenen Parabel.

Analog zeigt man, dass die waagrechte Gerade y = 1 in die nach rechts offene Parabel
u = % — 1 iibergeht.

Der Einheitskreis |z| = 1 geht offenbar bei der Quadrat-Abbildung in sich iiber: |w| = 1.

Aus u = 2%2—y? = const. sicht man, dass die Hyperbeln mit den Winkelhalbierenden
als Asymptoten in senkrechte Geraden und aus v = 2xy = const., dass die Hyperbeln
mit den Achsen als Asymptoten in waagrechte Geraden iibergehen.

Das folgende Bild vermittelt einen Uberblick iiber die gesamte Abbildung. Dabei ist bei
der Urbild-Ebene die linke Hélfte weggelassen, da das Bild der rechten Hélfte allein schon
die ganze w-Ebene iiberdeckt.

Einschub: Gummifolie: Man kann sich die Abbildung etwa folgendermajfSen zu-
standegekommen vorstellen: man denke sich die z-Ebene aus Gummifolie bestehend
und klappe die positive und die negative tmagindre Halbachse um den Ursprung um
90° nach links in die negative reelle Achse, bis sie sich treffen.

Die Bilder der linken Halfte der Gaufischen z-Ebene ergeben eine zweite Uberdeckung
der ganzen w-Ebene, dhnlich wie auch schon bei der reellen Quadrat-Funktion das Bild
der negativen Urbild-Halbgeraden die positive Bild-Halbgerade ein zeites Mal {iberdeckte,
weshalb die Wurzel-Funktion nur iiber der positiven Halbgeraden definiert werden konnte.
Um hier bei der komplexen Quadrat-Funktion eine Umkehrfunktion iiber der ganzen Ebene
zu ermoglichen, schneiden die Mathematiker die beiden iibereinander liegend gedachten
Bild-Ebenen (z.B. entlang der negativen reellen Achse) auf und verbinden das obere Ufer
des Schnittes im oberen Blatt mit dem unteren Ufer im unteren Blatt und denken sich
auch das untere Ufer des oberen Blattes ,durch die andere Verbindung hindurch® mit
dem oberen Ufer des unteren Blattes verklebt. Das ganze Gebilde aus den zwei kreuzweise
entlang der negativen reellen Achse verbundenen Ebenen nennt man eine Riemannsche
Fliche mit zwei Blittern, so dass man sagen kann: die komplexe Quadrat-Funktion
bildet die z-Ebene umkehrbar eindeutig auf eine zweiblittrige Riemannsche Flache ab,
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Imz=y Imw=v

Bild 8.9: Rechte Hélfte der z- und gesamte obere w-Ebene der Quadrat-Funktion

wobei die spezielle Lage des Schnittes willkiirlich ist; entscheidend ist nur, dafl er zwischen
den beiden Verzweigungspunkten 0 und oo verlauft. Die néchste Abbildung versucht diesen
Sachverhalt anschaulich darzustellen.

Im w Rew .7
Lmz Rez = Tg Z/

Bild 8.10: Riemannfliche der Quadrat-Funktion

Bei der Bewegung eines Massenpunkts z.B. auf dem Einheitskreis in der z-Ebene begin-
nend im Punkt z = 1 lduft auch der Bildpunkt w auf dem Einheitskreis in der oberen
w-Ebene, jedoch doppelt so schnell, bis er bei z =1, d.h. w = —1 in das untere Blatt der
Riemannschen w-Flache abtaucht. Er lauft dann auf dem Einheitskreis im unteren Blatt
weiter, befindet sich fiir z = —1 bei w = +1 im unteren Blatt und taucht erst fiir z = —
wieder an der Abtauchstelle w = —1 auf dem oberen Blatt auf, um schliellich auf dem
oberen Einheitskreis fiir z = 1 den Ausgangspunkt w = 1 wieder zu erreichen.

176



2) Ein dhnliches Bild erhdlt man fiir die kubische Funktion mit n = 3 :

Kubische Funktion: w = 2% = [2[2¢3% = |z|?(cos 3y + isin 3¢p),

d.h. fiir den Betrag |23| = |z|> und fiir das Argument arg(z®) = 3arg(z).
Wir berechnen nur einige Bildpunkte:

Man erkennt, dass ein Drittel der z-Ebene bereits auf die ganze w-Ebene, die ganze
Urbild-Ebene also auf eine Riemann-Flache bestehend aus drei zwischen 0 und oo aufge-
schnitten und miteinander verbundenen Bléttern abgebildet wird. Die folgende Abbildung

skizziert die Situation:

Imz=y

Bild 8.11: Ein Drittel der z-Ebene und oberes Blatt der w-Ebene fiir w = 23

In dieser Art fortfahrend erhilt man einen Uberblick iiber alle Potenz-Funktionen
w = 2" Jeweils wird ein n-tel der z-Ebene auf die ganze w-Ebene bzw. die ganze
z-Ebene umkehrbar eindeutig auf eine n-bléttrige Riemann-Fléche abgebildet. Wenig-
stens im Prinzip ergibt das ein Bild von der Wirkungsweise der komplexen Polynome:

Po(z) = > apz™.
n=0
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Fiir jedes derartige Polynom m-ten Grades garantiert der Fundamentalsatz der Alge-
bra im Komplexen die Existenz von m komplexen Zahlen z,, so dass die Summe als
Produkt mit m Faktoren,

dargestellt werden kann:

Fundamentalsatz der Algebra:

d2,€Cn=1,23,....m: Pyn(2)= > a2" =an [[(z — z,).
n=0 n=1

Aufgabe 8.8 Fundamentalsatz der Algebra:

Zeigen Sie mit Hilfe des Fundamentalsatzes der Algebra, dass fir die Summe bzw. das

Produkt der m Nullstellen w,, eines Polynomes Pp(w) = 0 gilt: > w, = —ag‘_l, bzw.
n=1 m

I v, = (-1 e

n=1 m

o0

Von den komplexen unendlichen Potenzreihen ) a,(z—z)", die die Mathematiker auch
n=0

,ganze Funktionen® nennen, berichten wir ohne Beweis, dass diese Entwicklungen alle im

Inneren eines Kreisgebiets |z — zp| < R mit dem Radius R um das Entwicklungszentrum z,

absolut konvergieren und auflerhalb divergieren, wobei der jetzt erst richtig versténdliche

sKonvergenzradius® R nach den Konvergenzkriterien berechnet werden kann, von

denen wir friither einige erldutert haben. Zum Beispiel begrenzt bei der komplexen geome-
oo

trischen Reihe > 2" = é die Singularitédt bei z = 1 den Konvergenzradius auf R = 1,

n=0
wie wir in Abschnitt 6.5 mit Hilfe des Quotienten-Kriteriums gesehen haben. Wir wol-

len hier nur drei besonders wichtige Potenzreihen exemplarisch genauer untersuchen: die
natiirliche Exponentialfunktion, der wir schon begegnet sind, und Sinus und Cosinus.

8.3.5 Exponentialfunktion

Die bei weitem wichtigste komplexe Funktion ist die natiirliche Exponentialfunktion.
Wir wurden bereits im Abschnitt 8.1.4 durch die Euler-Formel auf ihre Definition fiir
rein imagindre Variable gefithrt und konnen diese natiirlich leicht fiir allgemeine komplexe
Variablen ergénzen:
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Exponentialfunktion:

3

8
3|

3
Il
o

w = e* = exp(r +1iy) = exp(x)(cosy + isiny) =

d.h. fiir den Betrag:
|w] = [e*| = exp(Re z) = exp(x)

und fiir das Argument:
arg(w) = arg(e®) =Imz = y.

Wahrend sie als Funktion des Realteils nach wie vor so rasant ansteigt, wie wir friher
gesehen hatten, ist sie in Abhéngigkeit vom Imaginérteil ihrer Variablen 2m-periodisch.

2mi-periodisch: (¥ 20) = (¥ nit k € Z.

Der Konvergenzradius der Taylor-Entwicklung ist, wie wir frither gesehen haben, unend-
lich.

Die Funktionalgleichung

e*e” = e*T"fiir z, w € C gilt nach wie vor.

Um uns ein Bild der Funktion machen zu kénnen, berechnen wir zunéchst wieder einige
Bildpunkte:

w(l) = e,
w(0) = 1,
w-1) = =
w(ir) = —1und
wg) = i

Dann sehen wir, dass die senkrechten Geraden Rez = x = const. in Kreise |w| =
le*| = eRe? = eap(x) = const. iibergehen: die Gerade x = 0 in den mit |w| = 1, die mit
2 =1 in den mit |w| = e und die Gerade x = —1 in den Kreis mit jw| = L.
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Die waagrechten Geraden Im z = y = const. werden in Speichen argw = arg(e®) =
Im 2z = const. abgebildet, und zwar die Gerade y = 7 in die Speiche argw = 7, die Gerade
y =73 inargw = 7, usw...

Aus diesen Ergebnissen erkennen wir, dass die Exponentialfunktion einen waagrechten
Streifen der z-Ebene mit der Hohe 27, z.B. den sogenannten Fundamentalbereich mit
—7m < Imz < 7 auf die zwischen den Verzweigungspunkten 0 und oo (z.B. entlang der
negativen reellen Achse) aufgeschnittene w-Ebene abbildet. Die ganze z-Ebene geht also in
eine Riemann-Flache mit unendlich vielen Blattern iiber. Bei jedem Blatt ist dabei das
obere Ufer entlang dem Schnitt mit dem unteren Ufer des darunterliegenden Blattes stetig
verbunden und das obere Ufer des letzten ,,durch alle anderen Verbindungen hindurch*
mit dem unteren Ufer des ersten Blattes. Die folgende Darstellung kann helfen, sich ein
Bild von dem Wirken der Funktion zu machen.

Imw=v

Imz=y

"\
Hargw=-1

I
|
I
arg W = -?rﬂ\l'r

Bild 8.12: Bild vom waagrechten Fundamentalstreifen in der z-Ebene und der aufgeschnit-
tenen w-Ebene fiir die Exponentialfunktion

8.3.6 Trigonometrische Funktionen

Nachdem wir die Exponentialfunktion untersucht haben, werfen wir noch einen kurzen
Blick auf die trigonometrischen Funktionen, Cosinus und Sinus, die wir mit Hilfe der
Euler-Formel leicht aus der Exponentialfunktion erhalten oder durch ihre Potenzreihen
definieren konnen:
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Cosinus: w = cos z =

Sinus: w =sinz =

elZ _"_ e*lZ

g€ e

i<€7iz o eiz)

2

= i}(—l)”% und
= 7?0(_1)”_(2227:_11)!'

Beide Reihen konvergieren in der ganzen Ebene. Wie wir wissen, sind Cosinus und Sinus

27 -periodisch: cos(z 4 27m) = cos z und sin(z + 27) = sin 2.

Ebenso wie unsere alten trigonometrischen Additionstheoreme:

cos(z & w) = cos z cosw F sin z sinw
sin(z + w) = sin z cos w =+ cos z sin w

gelten auch

cos?z+sin?z =1, cos®z—sin?z = cos2z und 2cos zsin z = sin 2z

fiir allgemeine komplexe Variable z, w € C.

Speziell fiir z + w = x + iy erhélt man daraus mit

cosiz =coshz bzw. siniz =isinhz:

cos(z + iy) = cosx cosiy — sinx siniy = cos z cosh y — isinz sinhy
sin(x + iy) = sinx cosiy + cos z siniy = sinx cosh y + i cos x sinh y.

Dabei sind die Hyperbel-Funktionen definiert wie frither

) et 2
Cosinus hyperbolicus: w = cosh z = 5 ~ 2 (2n)! und
Sinus hyperbolicus: w = sinhz = - 5¢— = 3~ 2"

inus hyperbolicus: w =sinhz = =—~— = 2 On+ 1)
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Man sieht daraus, dass cos z und sin z im Komplexen keineswegs mehr beschrénkt sind,
sondern fiir grofe Imaginérteile ansteigen wie die Hyperbel-Funktionen. Anders als bei
der Exponentialfunktion werden hier senkrechte Streifen der z-Ebene mit der Breite
2m, z.B. der Fundamentalbereich mit —m < Rez < 7, auf die zwischen —1 und +1
aufgeschnittene zweiblattrige w-Ebene abgebildet.

Aufgabe 8.9 Additionstheoreme:

Beweisen Sie eines der Additionstheoreme, etwa cos(z —w) = cos z cos w + sin z sin w, mit
Hilfe der Exponentialfunktionen und dann daraus cos® z + sin® z = 1.

Aufgabe 8.10 Zusammenhang mit den hyperbolischen Funktionen:

Zeigen Sie, dass: a) cosiz = cosh z, b) siniz = isinh z und ¢) 4sin® @ = 3sin a — sin 3a.

Aufgabe 8.11 Funktionswerte des Cosinus:

Berechnen Sie folgende Funktionswerte der Cosinus-Funktion: cos+3,  cos £,

cos£if, coszim, cos(§£if), cos(§Eim), wund cos(wLim).

An der komplexen Sinus-Funktion wollen wir die Vielfalt der Darstellungsmoglichkei-
ten demonstrieren, die uns zur Verfiigung stehen. Wegen der Symmetrieeigenschaften
geniigt es, sin z iiber dem Quadrat 0 < z < 7 und 0 < y < 7 zu betrachten:

Die folgenden Bilder zeigen zunéchst die Hohenlinien fiir Realteil Resin z, Imaginé&rteil
Imsin z (gestrichelt), Betrag |sinz| und Argument argsinz (ebenfalls gestrichelt) der
Bildfunktion w = sin z iiber dem Quadrat.

Re sinz Im sinz
1357 9 11 10 8 6 4 2 M1 9 6 3 0 -3 6 -9 -1
\@ —— et sty ’” H n‘ AN N AN AT
S ot S B AR LR AN s
; \// NS
_.-’///l I’ | \ \\\\""-m:
_‘_/,// /I | \ \\\\____
_.-r"// VAN | LN \\""-._
P N U VP
] 2 ,/ 7 | \\
Imz mz |=—"" ,/ | \\ ~——
/s I N
// | \\
——— I ~
1 1 I
|
|
|
0 ) e —
0 1 2 3 0 1 2 3

Rez

Bild 8.13 a + b: Hohenliniendarstellungen fiir Re sin z und Imsin z iiber dem ausgew&hlten
Quadrat 0 < Rez <7mund 0 <Imz < 7 .
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arg sin z

|sin z|

e e o — —

e e e e i g

st
——— i,
—————————

e e e e —
——

—

F
-

Imz

Rez

Bild 8.13 ¢ + d: Hohenliniendarstellungen fiir | sin z| und argsin z iiber dem ausgewéhlten

Quadrat 0 < Rez <7mund 0 <Imz <7 .

Ublicherweise fafit man diese paarweise in einem Diagramm zu einem Hoéhenliniennetz

zusammen, wie in den néchsten beiden Bildern geschehen:

Re sinz

10 8 6 4 2

11

1357 9

A.ﬂ.o_u T 32“4 o
S “ i m
/ / I

|

|

|

|

- A

|

|

N _

\ \ |
e |

Rez
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arg sinz
90° 60° 30° 0° -30° -80°
[] [] [] [] [] 11

Rez

Bild 8.13 e + f: Hohenliniennetze fiir Resin z und Imsin z bzw. |sin z| und argsin z iiber
dem Quadrat.

Es erfordert einige Ubung, sich aus den Hohenlinien der Bildpunkte eine Vorstellung von
der dargestellten Funktion zu machen. Dies gelingt schon etwas besser, wenn man die
Flachen zwischen den Linien entsprechend dem Mittelwert der Funktion in diesem Gebiet
in den Grautonen einer Skala abtont, die von Schwarz bei tiefliegenden kleinen Werten in
immer helleren Stufen bis Weif reicht. Diese Art der Darstellung demonstrieren die Bilder
g) bis j). Beim Imaginérteil Im sin z kann man sich jetzt schon viel besser vorstellen, wie
die Werte mit zunehmendem Im z einerseits fiir Re z = 0 ansteigen und andererseits fiir
Re z = 7 abfallen. Auch das rasante Ansteigen von Resin z und | sin z| mit zunehmendem
Abstand von der reellen Achse wird deutlich.
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Re sinz Im sinz
1357 9 11 10 8 6 4 2 1 9 6 3 0 -3 -6 -9 -1

— o
=TT

=]

Imz

Rez Rez

Bild 8.13 g + h: Grau getonte Hohenliniendarstellungen fiir Resin z und Imsin 2z {iber
dem Quadrat.

argsinz

|sin z]|
f

3 8

5

Imz

0 1 2 3
Rez

Bild 8.13 i + j:Grau getonte Hohenliniendarstellungen fiir |sin z| und argsin z iiber dem
Quadrat.

Noch schonere einprégsame Bilder erhélt man, wenn man zur Charakterisierung der rela-
tiven Hohen eine Farbskala verwendet, etwa wie in geographischen Karten vom Dun-
kelblau der Meerestiefen iiber verschiedene Griinténe bis zum immer dunkler werdenden
Braun der Gebirge oder wie in dem hier bei den Bildern k) bis n) verwendeten Computer-
Programm MATHEMATICA die Farben des Regenbogens entsprechend der Frequenz
des Lichtes von (magma-)roten Tonen fiir kleinere Werte bis (himmel-)blauen bei hohen
Funktionswerten anwachsend. Diese Bilder vermitteln einen deutlichen Eindruck von der
Struktur des betrachteten ,,Gebirges der Funktionswerte“. Man sieht z.B. besonders schén
im Bild n) von argsin z fiir Im 2 = 7 den linearen Anstieg der Phase von —90° bei Rez = 7
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zu +90° bei Rez = 0.

Re sinz Im sin z
1357 9 11 10 8 6 4 2 11 9 6 3 0 -3 6 9 -1
3 U 3
2 2
Imz Imz
1 1
0 0
0 1 2 3 0 1 2 3
Rez Rez

Bild 8.13 k + 1: Regenbogenfarbig getonte Hohenliniendarstellungen fiir Resinz und
Im sin z iiber dem Quadrat.

. argsinz
|sin 2| 90°  60°__ 30°  0°_ -30°  -60°  -90°
" : - - - :

Imz Imz

e
-
~N
[
(=)
=
N
w

Bild 8.13 m + n: Regenbogenfarbig geténte Hohenliniendarstellungen fiir |sinz| und
arg sin z iiber dem Quadrat.

Auch bei dieser Darstellungsart kénnen wieder die farblich veranschaulichten Héhenlinien
einer Variablen zu einem Netz ergénzt werden durch Eintragen der (gestrichelten) Ho-
henlinien einer zweiten Variablen, die allerdings dann nicht mehr farblich kommentiert
werden konnen. Das wird in den néchsten lfg%den Bildern illustriert:



Resinz

13587 9 11 10 8 6 4 2
-11
3 +|-8
-9
9 -3
Imz -2
Im sin z
1 11
0 0
0 1 2 3
Rez
argsinz .
> 60° 30° 0 .30 -go> [lsinal
3 fl
3
2
Imz

Bild 8.13 o + p: Regenbogenfarbig getonte Hohenliniennetze fiir Re sin z und Im sin 2z bzw.
| sin z| und argsin z iiber dem Quadrat.

Plastischer als bei diesen zweidimensionalen Projektionen ist jedoch der Eindruck, den
man erhélt, wenn man die perspektivischen Darstellungen der Funktionswerte be-
trachtet, die die modernen Computer-Zeichenprogramme anbieten, wie in den néchsten
Bildern gezeigt:
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10€

5
Imsinz
1]

10

Resinz

-5
-10

Bild 8.14 a + b: Perspektivische Reliefs der Funktionswerte von Re sinz und Im sin z mit
einem x-y-Netz iiber dem ausgewihlten Quadrat 0 < Rez <7 und 0 < Imz <7 .

Bild 8.14 ¢ + d: Perspektivische Reliefs der Funktionswerte von |sin z| und argsin z mit
einem x-y-Netz {iber dem ausgewihlten Quadrat 0 < Rez <7mund 0 <Imz < 7 .

Um den Einflul der Vorzeichenwechsel zu demonstrieren, haben wir Thnen schliellich die
vier interessierenden Variablen mit Hilfe des MATHEMATICA-Programms noch iiber
dem groéfleren Rechteckgebiet 0 < Rez < m und —7 < Im 2z < 7 dargestellt, und zwar
so dass Sie sie durch Mausklick drehen kénnen:
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10

Resinz Imsinz 0

-10}

Imz Rez Imz Rez

Bild 8.15 a + b: Drehbare perspektivische Reliefs der Funktionswerte von Re sinz und
Imsin z mit einem x-y-Netz iiber dem Rechteckgebiet 0 < Rez < 7mund —7 < Im z < 7.

argsinz O}

ns Re z Imz Rez

Bild 8.15 ¢ + d: Drehbare perspektivische Reliefs der Funktionswerte von |sin z| und
arg sin z mit einem x-y-Netz iiber dem Rechteckgebiet 0 < Rez < mund —7 < Im 2z < 7.

Wenn man in Richtung der positiven imaginéren Achse z.B. auf das Gebirge von |sin z|
schaut, siecht man deutlich die reelle Funktion |sinx| bei einem senkrechten Schnitt
iiber der reellen Achse Imz = 0. In Richtung der positiven reellen Achse gesehen, er-
kennt man die reelle Funktion sinh y iiber der imagindren Achse, und sogar die reelle

Funktion coshy ist als obere Einhiillende iiber der Geraden Rez = 7 erkennbar. Nach
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Verschieben des Nullpunkts um 7 in Richtung der reellen Achse beschreibt dasselbe Bild
das Gebirgsrelief der komplexen Cosinus-Funktion.

8.3.7 Wurzelfunktionen

Zum Abschlufl dieses Kapitels schauen wir uns noch einige Umkehrfunktionen im Kom-
plexen an, bei denen wieder charakteristische Unterschiede zum reellen Fall auftreten: als
erstes betrachten wir die Wurzelfunktionen.

Nachdem wir gesehen haben, wie die n-te Potenz einen n-tel-Sektor der komplexen z-
Ebene in die ganze w-Ebene abbildet, erwarten wir jetzt umgekehrt, dass die n-te Wurzel
die ganze z-Ebene in einen n-tel-Sektor der w-Ebene abbildet, also eine n-wertige Funktion
ist, wie wir sie ja im Komplexen bewufit zugelassen haben:

i(p+27k)

w= Yz =z = (rew)% = (Tei(“’“”k))% = re = fir neN und keNg

Wobei wir beriicksichtigt haben, dass e*™ = 1 ist.

Fiir das Argument ¢ der unabhéngigen Variablen z ist nach Vereinbarung 0 < ¢ < 27. Fiir
welche nichtnegativen ganzen Zahlen £ gilt aber nun das Entsprechende fiir das Argument
des Bildes 7

otk
PN ekt L cpe—k<n—l<n—2. dhk=0123 ..n—1
n 2 2

Demnach existieren genau n n-te Wurzeln wy, die wir mit dem Index k numerieren wollen:

i(p+27k)

n n-te Wurzeln: w, = /z = /re- »  firn e N.

Die komplexe Zahl wy nennt man den Hauptwert. Wir sehen auflerdem, dass die n
Wurzeln auf einem Kreis mit dem Radius {/r um den Ursprung auf den Ecken eines

n—1
regelméBigen n-Ecks liegen: > wy = 0.

k=0
Aufgabe 8.12 Wurzeln:

n—1
Beweisen Sie Y wy, = 0 mit Hilfe des Ergebnisses von Aufgabe 8.7.
k=0
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Als Beispiel berechnen wir zunéchst wy, = Vi = €/(2+279)/2 = (G457 it k= 0 und 1,
also

g l+i
Wy = €4 = un
0 \/§
i ]‘ +1
w = e4 = — = —UWp.

V2

Ein weiteres Beispiel ist: wy, = /1 = el?7+27h)/3 — GTHRET) mit k = 0,1,2, also

. —14+4iv3
wy = 622”/3 = COS 73;7‘(‘ +1isin %W = +Z\/_,

. . —1—1v3
w, = @r/3+m/3) _ din/3 _ 2@_\/_ = wg und
Wy = 61(277/3+2v27r/3) — 627ri = 41,

Als letzes Beispiel folgt: wy = /81 = /8¢!(7/2+27k)/3 — 9¢i(n/6+k27/3) it | = 0,1, 2, also

V3

wy = 2670 = 2(008% +isin %) =2(—+ %) = V3 +1,

2
wy = 26/ T/0+2/3) — 9051m/6 — 9(cos ‘%T +isin ‘%T) = —V3+iund
wy = 26i(7r/6+47r/3) — 263i7r/2 - 9
. Im w
= VT 2i
Ws=ﬁ wg=%."1—
Imw Imw
Wy i

- Wy - i Wy
1 Wn 1
-1/ 1 -1/’< Tiw, 1 2
J Rew \(j Rew Rew
W1 W1

~2i
W,

Bild 8.16: Darstellung der Wurzeln in der w-Ebene fiir die drei Beispiele:

a) w= i, b) w=1und c) w= /(8).
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Aufgabe 8.13 Wurzeln:

Berechnen und skizzieren Sie folgende Wurzeln: a) w = /i, b) w = /(—1), ¢) w = V/1,
d) w=+v/—iund e) w= V8

8.3.8 Logarithmus

Zum Schluf} dieses Kapitels werfen wir noch einen Blick auf eine unendlich vielwertige
Funktion, den natiirlichen

Logarithmus: w = In z fiir z # 0.

Da der Logarithmus die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion ist, mufl gelten:

iargz wt2mik eRew+1(Imw+2ﬂ'k) mit k € Z

z=|zle =e

D.h. man erhalt fir den

Realteil des Logarithmus: Re(Inz) = In |z|

und der

Imaginirteil des Logarithmus: Im(In z) = arg z + 27k mit k € Z

hat jeweils unendlich viele Werte, die sich um ganzzahlige Vielfache von 27 unterscheiden.
Man wéhlt etwa den Bereich —m < Im(Ln z) < 7 als Hauptwert und schreibt diesen mit
dem Groflbuchstaben: Ln, so dass man erhélt:

Inz=ILnz+ 27k mit k € Z

7.B. folgt
1) aus e’ =1: Lnl=0, also In1 = 2rik,
2) aus €™ =-1: Ln(-1)=in, also  In(—1) = im(1 + 2k)und

3) aus 3™ =-3: Ln(—-3)=1In|—3|+im, also In(—3)=1,098 + in(1 + 2k).

Aufgabe 8.14 Logarithmus:

Berechnen Sie Ini.
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8.3.9 Allgemeine Potenz

Den Logarithmus braucht man wie im Reellen zur Definition der allgemeinen Potenz,
die deshalb im Komplexen auch unendlich viele Werte besitzt:

Allgemeine Potenz: w = b* := ¢**° wobei Inb = In|b| +i(8 + 27g) mit g € Z,

denn b = |p|e!(F+2m9).

Als Hauptwert von b* nimmt man e*"® mit dem Hauptwert Lnb von Inb. Damit kann

man jetzt z.B. 1! ausrechnen: w, = 1! = '™ = ™9 = ¢72™ € R :

wo =1, w; =e 2 =1,87-10"3, wy = e* = 3,49-107%, aber auch w_; = €?* =
535,49, usw..

Uberraschenderweise ist sogar il reell: w, = il = elltl = H(T/242m9) — =(/242m9) ¢ R .
wo = e~ ™? =0,20788.

Aufgabe 8.15 Potenzen:

Berechnen Sie w, =1 fiir g =1 und g = —1.

Aufgabe 8.16 Potenzieren:

Machen Sie sich, wenn Sie mal nichts Besseres zu tun haben, klar, dass (it) mehr ver-

schiedene Werte hat als iV,

Nach diesen kuriosen Scherzen verlassen wir die komplexen Zahlen. Sie werden im Verlauf
ihres Studiums noch oft auf diese Dinge zuriickkommen und noch weitere komplexe Funk-
tionen kennen lernen, z.B. die Gruppe der gebrochenen linearen Funktionen: w = ZIS’
die ,,winkeltreu und kreisverwandt“ abbilden. Sie werden die verschiedenen Arten von
Singularitédten studieren und klassifizieren sowie in der Laurent-Entwicklung eine Verall-
gemeinerung der Taylor-Entwicklung kennenlernen. Insbesondere aber werden Sie in einer
mathematischen Vorlesung iiber , Funktionentheorie” untersuchen, wann komplexe Funk-
tionen differenzierbar (= analytisch = holomorph) sind, und lernen, wie man schwierige
reelle Integrale mit dem Residuen-Satz elegant in der komplexen Ebene l6sen kann. Wir
sind sicher, dass Sie sich dem Reiz und der Schonheit dieser mathematischen Theorie nicht

entziehen konnen, wenn sie auch fiir die Naturwissenschaften nicht unbedingt notwendig,

sondern nur niitzlich ist.
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Kapitel 9

VEKTOREN

9.1 Dreidimensionaler euklidischer Raum

9.1.1 Dreidimensionaler reeller Raum

Nachdem wir uns mit Funktionen einer reellen Variablen und deren Analysis sowie den
einfachsten Rechenregeln der komplexen Zahlen beschéftigt haben, wenden wir uns im
letzten Kapitel dieses Kurses dem dreidimensionalen Raum zu, in dem wir leben und in
dem sich die gesamte Physik abspielt.

Wir alle haben aufgrund unserer Alltagserfahrungen eine Vorstellung vom dreidimensio-
nalen Raum. Wir denken meist an ein Zimmer oder eine Schachtel mit Lénge, Breite und
Hohe, an die man drei MaBstdbe zugleich anlegen kann. Damit 148t sich der Ort etwa
der rechten vorderen oberen Ecke IThrer Tastatur genau angeben. Die Mathematiker bau-
en den dreidimensionalen reellen Raum R? nach diesem Vorbild logisch als ,d@ufleres
Produkt* von drei reellen Geraden R! auf, wie wir sie zur Veranschaulichung der reellen
Zahlen verwendet haben: R? = R} @ R} @ R}.

9.1.2 Koordinatensysteme

Die Physiker legen Wert darauf, jede Stelle des Raum genau bezeichnen zu kénnen, und
verwenden dazu ein Koodinatensystem: Dazu wéhlen sie zunédchst vollig willkiirlich,
aber oft sehr zweckmiflig einen Punkt des Raumes als Nullpunkt, auch Ursprung ge-
nannt. Durch diesen Punkt legen sie wieder véllig willkiirlich drei beliebige reelle Zah-
lengeraden und numerieren sie: R{, R} und R}. Das ergibt bereits ein Koordinatensystem.
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Meist ist man jedoch etwas anspruchsvoller und verlangt, dass diese drei Geraden paar-
weise senkrecht aufeinander stehen: R} | R} fiir £,/ = 1,2,3. Das nennt man dann ein
kartesisches Koordinatensystem. Wenn nun die positiven Halbgeraden der drei jetzt
sKoordinatenachsen“ genannten Zahlengeraden so angeordnet bzw. numeriert sind,
dass die Drehung der positiven Halbgeraden der 1-Achse um den Winkel 7/2 um die 3-
Achse in die positive Halbgerade der 2-Achse in Richtung der positiven 3-Achse gesehen
eine Rechtsschraubendrehung darstellt (d.h. im Uhrzeigersinn erfolgt), dann hat man
das Ideal, ein (kartesisches) Rechtskoordinatensystem, konstruiert. Einigen von Thnen
ist diese Numerierung der Achsen auch als Rechte-Hand-Regel geldufig, weil die positiven
Halbgeraden der 1-; 2- und 3-Achse dabei angeordnet sind wie Daumen, Zeigefinger und
Mittelfinger der gespreizten rechten Hand. Im folgenden sei dies immer angenommen.

A3

Bild 9.1: ,Rechtsschraube®

Auf der positiven Halbgeraden jeder der drei Koordinatenachsen R} fiir k = 1,2, 3 liegt,
jeweils wieder vollig willkiirlich gewahlt der zugehorige Einheitspunkt Ej, dessen Ent-
fernung vom Nullpunkt wie bei einem Lineal die Langeneinheit festlegt. So ldsst sich jeder
Punkt P € R3? des dreidimensionalen Raums eindeutig durch ein Koordinatentripel
reeller Zahlen kennzeichnen P = (py, po, p3). Die Zahl py ist dabei jeweils die Hohe iiber
der von den beiden anderen reellen Zahlengeraden R} und R), aufgespannten Koordina-
tenebene, gemessen in der vorher durch Ej gewéhlten Einheit.
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P=(p;: Py Py)

P;

|~ "

Py

Bild 9.2: Punkt mit seinem Koordinatentripel

9.1.3 Euklidischer Raum

Da wir messen wollen, brauchen wir ein Maf} fiir den Abstand zweier beliebiger Punkte
P = (p1,p2,p3) und Q = (qi1,q2,q3). Wir fithren deshalb im dreidimensionalen Raum
ein Abstandsmafl ein, und zwar nach Pythagoras die Wurzel aus den Quadraten der
Koordinatendifferenzen:

Abstand: |PQ| = +/(¢1 — p1)? + (g2 — p2)? + (g3 — p3)?

Speziell ist der Abstand des Punktes P vom Nullpunkt O damit |PO| = \/p? + p3 + p3.

Aufgabe 9.1 Abstinde zwischen Punkten:

Berechnen Sie den Abstand der Punkte P = (2,2,4) und Q = (1,—2,0) voneinander
sowie deren Abstinde vom Nullpunkt.

Die Mathematiker nennen den Raum mit dieser Abstandsdefinition euklidisch. Fiir den
Abstand zweier verschiedener Punkte P # @ gilt dann immer |PQ| = |QP| > 0, der
Abstand eines Punktes von sich selbst verschwindet: |PP| = 0, und es gilt wie gewohnt
die Dreiecksungleichung, die besagt, dass die Summe zweier Seitenldngen in jedem
Dreieck langer ist als die Lange der dritten Seite:
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Dreiecksungleichung: |PQ| < |PR| + |RQ)|

|PQ] - Q

Bild 9.3: Veranschaulichung der Dreiecksungleichung

Fiir je zwei verschiedene Absténde |PQ| # |PR| zwischen Punkten P und Q bzw. R kann
man selbstverstindlich entscheiden, welcher der grofere ist, da es sich um reelle Zahlen
handelt, die auf der Zahlengeraden angeordnet sind; die Punkte des R? aber selbst sind
wie schon die komplexen Zahlen nicht mehr anordenbar.

9.1.4 Transformationen des Koordinatensystems

Hoffentlich haben Sie gemerkt, wie willkiirlich wir bei der Wahl des Koordinatensystems
vorgegangen sind. Da ein geschickt gewéhltes Koordinatensystem fiir die téagliche Arbeit
der Physiker auflerordentlich bequem sein kann, die Willkiir bei der Wahl aber und die
Unabhéngigkeit der Resultate der physikalischen Messungen von dieser Wahl von iiberra-
gender Bedeutung sind, wollen wir uns noch etwas damit beschéftigen, was passiert wére,
wenn wir eine andere Wahl getroffen hétten:

Besonders vier Arten von Transformationen des Koordinatensystems sind prak-
tisch interessant. Wir wihlen jeweils ein einfaches, aber typisches Beispiel aus:
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1. Translationen (Verschiebungen), z.B. um die Strecke 1 cm in 3-Richtung:

Zunachst beschéftigt uns die Willkiir bei der Wahl des Ursprungs: Wie sédhen
die Koordinaten (py, pe, p3) des Punktes P aus, wenn wir statt des Punktes O einen
anderen Punkt, z.B. O = Ej3, als Nullpunkt gewihlt héitten, der um die Strecke
|E30| =1 cm in positiver 3-Richtung verschoben ist?

e

3

P, 1

0 : 5]

Bild 9.4: Translation um die Strecke 1 cm in positive 3-Richtung

Aus dem Bild lesen wir unmittelbar ab, dass fiir die Zahlen p gilt p3 = p3 — 1
wéhrend p; = p; und py = po unverdndert bleiben, also insgesamt:

Y

(P1, P2, D3) = (p1,p2,p3 — 1).

Einschub: Gleichheitszeichen: Bei genauerer Betrachtung stellt man
fest, dass das altbekannte Gleichheitszeichen hdufig in verschiedenen Be-
deutungen verwendet wird:

Wenn wir schreiben 1/2 = 2/4 meinen wir ,numerisch gleich®, d.h. die Zah-
lenwerte sind nach dem Ausrechnen einander gleich. In diesem Sinne wird das
Zeichen in der obigen Gleichung verwendet: der Zahlenwert der ersten Koor-
dinate p1 des Punktes P im verschobenen Koordinatensystem S p1 = p1, ist
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gleich der Zahl p1 der 1-Koordinate im alten System. Entsprechend ist der Zah-
lenwert fiir die 3-Koordinate im verschobenen System ps = p3 — 1 um 1 kleiner
als die entsprechende Zahl im neuen Koordinatensystem.

Wenn wir jedoch schreiben P = (p1,p2,p3) meinen wir: der Punkt P ,wird
im Koordinatensystem S dargestellt durch* die drei angegebenen Koor-
dinatenzahlen. Dabei miisste eigentlich auch in der Gleichung bemerkt werden,
in welchem System die Koordinaten gemessen wurden. Ublicherweise stellt man
sich auf den Standpunkt, das werde durch die Nummern der Koordinaten si-
gnalisiert, die an die Numerierung unserer Koordinatenachsen erinnern. Dabei
ist jedoch Vorsicht geboten, wenn wir den Punkt P im verschobenen System
darstellen wollen. Wir kinnen keinesfalls einfach schreiben P = (p1, P2, P3),
denn daraus kénnte man folgern (pi1,p2,p3) = (p1,p2,p3), was nicht stimmdt,
wie wir gesehen haben.

Es gibt drei Wege aus dieser Schwierigkeit:

(a) Entweder man fihrt ein neues Zeichen ein fir gwird im System ... dar-
gestellt durch ...« indem man etwa dem Gleichheitszeichen ein Symbol fiir
das Koordinatensystem hinzufigt: etwa ,=* mit der Bedeutung wird im
System S dargestellt durch...“, z.B. P=(p1, p2, p3). Das ist aber umstind-
lich und mit den Computerfonts schwierig zu realisieren.

(b) Oder man bringt das Dach, das das verschobene Koordinatensystem kenn-
zeichnen soll, an den Indizes k an: etwa p;, wm daran zu erinnern, dass
es sich um die Koordinaten des festgehaltenen alten Punktes P beztiglich
der neuen 1-, 2- oder 3-Achse des Systems S handelt. Auch diese Be-
zeichnung ist auf dem Computer nur schwer zu realisieren und auflerdem
untiblich.

(¢) Deshalb wdhlen wir hier die dritte Mdéglichkeit: Wir setzen das Dach an
die Koordinaten, also py wie bei (a), vermeiden es aber, die Aussage:
qwird im System S dargestellt durch... “in Gleichungen zu formulieren.

Nachdem wir uns das Problem so klargemacht haben, gibt es keinerlei Grund

mehr zu Unsicherheiten oder Missverstdindnissen.

Es ist leicht, dieses Ergebnis auf Translationen um andere Strecken und in andere
Richtungen zu verallgemeinern, so dass wir hier darauf verzichten kénnen.

Aufgabe 9.2 Punktkoordinaten:

Wie lauten die Koordinaten des Punktes P in einem Koordinatensystem, dessen
Ursprung im Punkt O = (1,2, —3) liegt?

Statt dessen wenden wir uns jetzt anderen besonders wichtigen Koordinatentrans-
formationen zu, bei denen der Ursprung unverdndert bleibt: zuerst den
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. Drehungen (Rotationen), z.B. um den Winkel ¢ um die 3-Richtung:

Wir betrachten dazu aufler unserem alten Koordinatensystem S ein neues S , das bei
gleichbleibendem Ursprung O = O z.B. um einen Winkel ¢ in positiver 3-Richtung
gesehen im Uhrzeigersinn um die 3-Achse gedreht wurde:

Bild 9.5: Drehung des Koordinatensystems um den Winkel ¢ um die 3-Richtung:

Aus dem Bild entnehmen wir, dass p; = p; cos p+ps sin ¢ und ps = ps cos p—p; sin @,
wahrend ps = ps, also:

(D1, D2, P3) = (p1cos + pysing, pacosp — pysinp, ps),

z.B. ergibt sich fiir ¢ = 7/2:  (p1, P2, P3) = (P2, —p1, P3)-

Aufgabe 9.3 Gedrehte Koordinatensysteme:

Berechnen Sie die Koordinaten des Punktes P in einem Koordinatensystem §, das
gegeniiber S um die Winkel p = 7, ¢ = w/4 oder ¢ = w/6 um die 3-Richtung
gedreht wurde.

Weitere sehr interessante Transformationen, die den Nullpunkt invariant lassen, sind
die
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3. Spiegelungen, z.B. am Ursprung (Paritét).

Es geniigt, eine einzige Spiegelung zu betrachten, da man alle anderen aus dieser und
geeigneten Drehungen zusammensetzen kann. Wir wéhlen dazu die Punktspiegelung
am Ursprung, die im folgenden Bild veranschaulicht und bei den Physikern unter
dem Namen Parititstransformation bekannt ist:

A3 P

W

Bild 9.6: Spiegelung des Koordinatensystems am Ursprung

Wir wissen und sehen sofort aus dem Bild, dass dabei alle Koordinaten in ihr Ne-
gatives iibergehen:

(ﬁlaﬁ?aﬁi’)) - (_ph —D2, _p3)

Aufgabe 9.4 Spiegelungen aus Paritit und Drehungen:

Zeigen Sie, wie man die Spiegelung an der 1-2-Ebene, bei der ]51 =D, P2 = Do
und p3 = —ps3, aus der Paritdtstransformation und einer Drehung erhalten kann.

Alle Spiegelungen und speziell die Paritdtstransformation haben eine bemerkenswer-
te Eigenschaft, die wir leicht aus dem obigen Bild erkennen: Wenn wir ndmlich die

202



positive Halfte der 1-Achse um den Winkel 7 /2 in die positive Hilfte der 2-Achse
drehen, dann ist das in Richtung der positiven 3-Achse gesehen keine Rechts-
schraube mehr, sondern eine Linksschraube (mit Antiuhrzeigersinn). D.h. nach
einer Spiegelung ist aus unserem Rechtskoordinatensystem ein Linkskoordinatensy-
stem geworden. Fiir Leute, die sich auf die Verwendung von Rechtskoordinatensyste-
men geeinigt haben, ist das keine erfreuliche Sache, aber wir miissen lernen, damit
zu leben und Mittel und Wege zu finden, auch eine versteckte Spiegelung immer
sofort zu entlarven, wenn wir bei Rechtskoordinatensystemen bleiben wollen.

Als letztes Beispiel fiir die Transformation des Koordinatensystems untersuchen wir

. Streckungen (Dilatationen): speziell aller drei Achsen um einen gemeinsamen Fak-
tor, z.B. 10:

Etwas Derartiges kommt in der Praxis etwa vor, wenn wir dazu iibergehen wol-
len, Léngen statt in Zentimetern cm in Dezimetern dm zu messen. Bei solch einer
MafBstabséinderung bleibt selbstversténdlich der Ursprung invariant und auch die
Koordinatenachsen bleiben unverdndert, nur die Maf-Punkte Ej werden auf den
Achsen so verschoben, dass Ej, = 10E}, also die Abstédnde vom Ursprung |E,O| = 10
vergroflert werden:

A3 =?
E

Bild 9.7: Mafistabsénderung des Koordinatensystems um einen Faktor 10
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Wenn Sie die Tastatur Thres PC statt in cm in grofleren Einheiten, z.B. dm messen,
erhalten Sie natiirlich kleinere Mafizahlen, ndmlich:

(1517]527153):(%]717 %)p% 1_10173)

Zusammenfassend konnen wir feststellen, dass die Koordinaten ein und desselben Punk-
tes P in verschiedenen Koordinatensystemen betrachtlich verschieden sind, dass wir also
im folgenden immer auf die Koordinatensysteme achten miissen, wenn wir physikalische
Zustande und Vorgénge beschreiben wollen.

Bisher sind wir jedoch erst bei den Punkten des dreidimensionalen euklidischen Raumes,
kénnen also nur ein statisches ,,Stillleben* von Massen, Ladungen, usw. beschreiben. Die
Physik wird jedoch erst richtig interessant, wenn Bewegung in die Sache kommt.

9.2 Vektoren als Verschiebungen

9.2.1 Verschiebungen

Wir wollen im folgenden untersuchen, was passiert, wenn wir einen Massenpunkt oder
eine Ladung um eine bestimmte Strecke in eine bestimmte Richtung geradlinig
verschieben, z.B. vom Anfangspunkt P = (p1,ps, p3) zum Endpunkt @ = (q1,¢2,¢3) in
einem festen willkiirlich gewéhlten Koordinatensystem. Bei vorgegebenem Anfangspunkt
P mit den drei Koordinaten p;, ps und ps (drei Zahlen!) endet eine Verschiebung um
eine vorgegebene Strecke vom Betrag a (vierte Zahl!) auf der Oberflache einer Kugel mit
Radius @ um den Anfangspunkt. Die Richtung wird dabei durch zwei weitere Zahlen
festgelegt, z.B. die geographische Lénge und Breite auf der Kugeloberfliche oder irgend
zwei andere Winkel 6 und ¢, also insgesamt durch sechs reelle Zahlen.

Derartige Verschiebungen, ihre Ursachen und Folgen sind bei vielen Problemen die zen-
tralen physikalischen Grofien, z.B. Verschiebungen pro Zeiteinheit als Geschwindigkeiten,
deren zeitliche Zunahme als Beschleunigungen, die diese verursachenden Kréfte oder auch
Kréafte pro Ladungseinheit als elektrische Feldstarken, usw..

Wenn wir jedoch diese physikalischen Beispiele genauer betrachten, z.B. die Geschwin-
digkeit eines Autos auf einem geraden Autobahnabschnitt, stellen wir fest, dass das Auto
erstens aus sehr vielen Punkten besteht, die alle die gleiche Geschwindigkeit haben, und
dass zweitens die Physik eigentlich an den speziellen Anfangswerten all dieser Punkte meist
gar nicht interessiert ist. Die wirklich wichtige Information ist die allen Punkten
eines Korpers gemeinsame Verschiebung, unabhéngig von den speziellen Anfangs-
bzw. Endpunkten. Wenn wir diesen physikalischen Erfordernissen 6konomisch sinnvoll
Rechnung tragen, kommen wir zum Begriff der Vektoren:
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9.2.2 Vektoren

Wir bezeichnen eine Verschiebung dann als Vektor @ (oder gelegentlich auch als Tensor
erster Stufe), wenn wir von der speziellen Anfangs- und Endlage der einzelnen Punkte
eines verschobenen Gegenstands absehen, wenn uns nur die ,,Verschiebung an sich®, d.h.
der Betrag der Verschiebungsstrecke und die Richtung interessieren, ganz gleichgiiltig, wo
im Raum die Verschiebung stattfindet.

Wegen der in der Physik durchweg vorausgesetzten Homogenitéit des dreidimensionalen
Raumes ist diese Begriffsbildung vorteilhaft fiir die Formulierung der Allgemeingiiltig-
keit der physikalischen Gesetze. Sie bedeutet mathematisch, dass wir dhnlich wie
bei der Einfiihrung der rationalen Zahlen, wo wir z.B. 1/2 = 2/4 = 3/6 = ... gleichge-
setzt haben, die Verschiebungen in Aquivalenzklassen einteilen und alle Verschiebungen
mit gleichem Betrag und gleicher Richtung identifizieren. Zur Veranschaulichung kénnen
wir dann wenn nétig einen beliebigen Repréasentanten der Klasse auswéhlen, z.B. den
sogenannten Ortsvektor, indem wir die Verschiebung auf den Ursprung anwenden.

Nachdem wir im dreidimensionalen euklidischen Raum bereits ein kartesisches Koordina-
tensystem zur Beschreibung der Punkte durch ihre Koordinaten eingefiihrt haben, erhebt
sich die Frage nach der Charakterisierung der Vektoren in diesem System der drei paarwei-
se orthogonalen Koordinatenachsen. Dazu wahlen wir willkiirlich fiir den Représentanten
unseres (durch einen kleinen Pfeil iiber einem kleinen lateinischen Buchstaben bezeichne-
ten) Vektors d@ einen Anfangspunkt P = (py, pa, p3), verschieben diesen um die Strecke der
Lénge a in die vorgeschriebene Richtung und gelangen so zum Endpunkt Q = (q1, ¢2, q3)
und mit dem folgenden Bild zu:

a1 —P1 ay
Vektor: a = P@ = ¢2—p2 | = a9
43 — P3 as

(AuBler den hier verwendeten kleinen Pfeilen iiber kleinen Buchstaben bzw. {iber den bei-
den Punkten des Reprisentanten sind auch unterstrichene kleine lateinische Buchstaben,
fett gedruckte lateinische oder einfach deutsche Buchstaben iibliche Bezeichnungen.) Im
Gegensatz zu einer durch sechs reelle Zahlen bestimmten speziellen Verschiebung eines
bestimmten Punktes wird also ein Vektor nur durch drei reelle Zahlen charakterisiert.
Zur Unterscheidung von den drei reellen Koordinaten eines Punktes nennt man diese

Vektorkomponenten: a; = g, — px
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Bild 9.8: Vektorkomponenten

und setzt die Vektorkomponenten in runde Klammern. Meist schreibt man sogar die Kom-
ponenten (wie oben) als Spalte untereinander statt hintereinander. Wenn man Wert dar-
auf legt, die Vektorkomponenten wie die Punktkoordinaten hintereinander geschrieben zu
haben, sollte man einen oberen Index ,, T“ anfiigen, als Abkiirzung fiir ,,transponiert, d.h.
umgelegt.

Transponierter Vektor: a’ = (ay, as, a3).

Wie man aus dem Bild sieht, sind die drei Komponenten eines Vektors die Léngen der

drei Projektionen des Repréasentanten P() auf die Koordinatenachsen oder auch die Koor-
dinaten des Endpunktes A = (a1, as, az), den man durch die Verschiebung erreicht, wenn
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man als Anfangspunkt den Ursprung, also den Ortsvektor als Reprisentanten gewéhlt
hat: OA = (a1, as, az). Bei der Verwendung dieser speziellen Reprisentanten wird unmit-
telbar klar, dass es eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen der Gesamtheit der
Punkte des R?® und der Menge aller Vektoren des sogenannten Vektorraums gibt. Die
Mathematiker nennen das einen Isomorphismus.

Genauso wie durch den Betrag und die zwei Richtungswinkel ist ein Vektor durch sei-
ne drei Komponenten eindeutig charakterisiert, d.h. eine Vektorgleichung bedeutet
drei Gleichungen fiir die einzelnen Komponenten, was an der Vektorschreibweise
besonders geschétzt wird:

Vektorgleichung: ad = b < aj, = by, fir k = 1,2, 3.

Der Betrag der Verschiebungsstrecke, d.h. die Linge eines Vektors ergibt sich aus
seinen Komponenten nach Pythagoras wie frither der Abstand zweier Punkte aus den
Koordinatendifferenzen:

Lange:

a:=d| = |PQ| = /(g1 — p1)? + (g2 — p2)? + (g5 — p3)?

= |OA| = \/a} + a2 + d3.

Aufgabe 9.5 Linge von Vektoren:

3 —1
Bestimmen Sie die Linge folgender Vektoren: | 0 | und 4
4 1

Um uns die charakteristischen Unterschiede ganz klar zu machen, die trotz des Isomor-
al

phismus zwischen den Komponenten eines Vektors @ = | a2 ) und den Koordinaten des
as

Endpunkts A = (ay,as,a3) des repriasentierenden Ortsvektors bestehen, an die uns die
Spaltenschreibweise immer wieder erinnern soll, untersuchen wir erneut wie friither, was
mit den Komponenten geschieht bei Transformationen des Koordinatensystems:
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9.2.3 Transformationen des Koordinatensystems

Wir wollen untersuchen, wie die Komponenten a; des festen physikalisch gegebenen Vek-
al —
tors @ = ( as ) , falls erforderlich reprasentiert durch P(), sich dndern, wenn wir das

a3
Koordinatensystem den vier in Abschnitt 9.1.4 ausgewéhlten speziellen typischen Trans-

formationen unterwerfen.

Wir beginnen mit den

1. Translationen (Verschiebungen): z.B. um 1 in 3-Richtung:

Zunachst beschiftigt uns wieder die Willkiir bei der Wahl des Ursprungs: Wie sédhen
die Komponenten unseres Vektors aus, wenn wir statt des Punktes O einen anderen
Punkt, z.B. O = Ej3 als Nullpunkt gewéhlt hitten, der um die Strecke |E30| = 1
cm in positiver 1-Richtung verschoben ist? Mit Hilfe unserer Ergebnisse aus 9.1.4.1
erhalten wir:

ay G1 — D1 G — a;
ay | = =02 | =| ©2—p2 | = | a
as g3 — Ps3 43 — D3 as

Da sich die Translationsterme von Anfangs- und Endpunkt des Reprasentanten
in der Differenz herausheben, erhalten wir (wegen der freien Verschiebbarkeit in
der Vektordefinition nicht unerwartet), die Translationsinvarianz der Vekto-
ren, d.h. die willkiirliche Wahl des Nullpunkt unseres Koordinatensystems hat keine
Konsequenzen fiir die Vektorkomponenten.

Damit ist auch die Lange der Vektoren eine Translationsinvariante:

a=\/a2+a3+ai=+\/al+a3+ai=a

Nicht alle in der Physik vorkommenden vektorartigen Groflen sind jedoch trans-
lationsinvariant und nicht in jedem physikalischen Problem, z.B. die Krifte, die an
einem starren Korper auflerhalb des Schwerpunkts angreifen oder auch die Feldstérke
eines inhomogenen elektrischen Feldes. Die Physiker sprechen dann von ,,gebunde-
nen Vektoren®. In solchen Fillen muss vor der Anwendung der Vektoralgebra, die
wir in den néchsten Abschnitten entwickeln werden, jeweils genau iiberlegt werden,
inwieweit die erreichten Ergebnisse angewendet werden konnen.

Als zweites Beispiel untersuchen wir die
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2. Drehungen (Rotationen), z.B. um den Winkel ¢ um die 3-Richtung:

Bei gleichbleibendem Ursprung O = O betrachten wir dazu wieder aufler unserem
alten Koordinatensystem S wie in der Abbildung 9.5 ein neues S, das z.B. um einen
Winkel ¢ in positiver Richtung gesehen im Uhrzeigersinn um die 3-Achse gedreht
wurde, und erhalten (etwa mit dem Reprasentanten @ = OA):

1 = a1 CO8 P+ assiny, ds = ascosy — aysinyp, as = as.

Fiir das Gesetz, nach dem man die neuen Koordinaten aus den alten berechnet,
bietet die Mathematik eine Schreibweise an, die den meisten von Thnen aus der
Schule bekannt ist: die Matrix-Schreibweise:

Man schreibt dazu die drei Transformationsgleichungen in folgender Form unterein-
ander und ergénzt durch Nullen:

a1= ay cos ¢ +asy sin p+ az0
Gs=—ay sin p+as cos Y+ az0
&3: a10 + CLQO +CL31.

Die Faktoren, die man benotigt, um die neuen Komponenten a; aus den alten a; zu
erhalten, werden in folgender (3x3)-Matrix D) () zusammengefasst:

cosp singp 0
Drehmatrix : D®)(¢) := [ —sing cosg 0
0 0 1

mit den Matrixelementen Dgi)(w) fir z,s = 1,2,3, wobei der Index z die (waag-

rechten) Zeilen z#hlt und s die (senkrechten) Spalten. Z.B. ist

(¢) = D5)(¢) =cosp und

(p) = —Dé?(gp) =sinp, da die 1-2-Ebene gedreht wird,
Dg)(go) = 1 zum Zeichen, dass die 3-Achse unverdndert bleibt, und
(¢) = D§(p) =D () = DS (o) = 0.

Wenn wir statt der einzelnen Matrixelemente DS;)(QO) das ganze Schema der Matrix

mit den neun Elementen meinen, unterstreichen wir den bezeichnenden Grofibuch-
staben D(3)(gp). Die drei Gleichungen zur Berechnung der neuen Koordinaten aus
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den alten erhélt man in dieser neuen Schreibweise durch folgende Vorschrift einer
verallgemeinerten Multiplikation fir 2 = 1,2,3 :

3
a. = DY (¢)ar + D (9)az + DS (p)as = Y DI (p)a, =: D) (¢)a,
s=1

Beim letzten Term wurde die Einsteinsche Summenkonvention verwendet. Diese
erlaubt es, das Summenzeichen immer dann wegzulassen, wenn zwei gleichlauten-
de Indizes, hier die zwei Indizes s, auftreten und die Summation {iber s = 1,2, 3
auch ohne explizites Summenzeichen signalisieren.

Danach erhélt man den Spaltenvektor der Komponenten im gedrehten Koordina-
tensystem, indem man den Spaltenvektor der Komponenten im alten System von
links mit der Drehmatrix ,, multipliziert:

ay cosyp singp 0 ar ar
s | = | —singp cose 0 a; | =DO(p) [ ay
&3 O O 1 as as

Man denkt sich dazu am einfachsten den Spaltenvektor transponiert Zeile fiir Zeile
iitber die Drehmatrix geschoben, multipliziert die aufeinanderliegenden Terme und
addiert.

Aufgabe 9.6 Spezielle Vektoren im gedrehten Koordinatensystem:

3 1

1\ - 0 3
Wie lauten die Komponenten der Vektoren @ = ( 1 ), b= ( -2 ) und ¢ = ( 2 >
1

in einem Koordinatensystem §, das gegeniiber dem wurspringlichen System S um
T, /2 bzw. w/4 um die 3-Richtung gedreht ist?

Aufgabe 9.7 Anderung der Vektorkomponenten bei speziellen Drehun-
gen des Koordinatensystems:

Wie dndern sich die Komponenten ay eines Vektors d, wenn wir das Koordinaten-
system speziell um den Winkel m oder /2 wm die 3-Achse drehen?

In der Matrixform kann man sich die Transformationsgleichungen besonders leicht
merken: Die 1 steht an der Stelle Dg)(gp), weil die 3-Achse als Drehachse bei der Dre-
hung unberiihrt bleibt, und die 1-2-Ebene wird um den Winkel ¢ gedreht. Auch die
Erweiterung auf Drehungen um die beiden anderen Achsen ist damit leicht moglich:
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z.B. muss bei der Drehung D™ () um ¢ um die 1-Achse sicher das Matrixelement
Dﬁ)(cp) = 1 sein und die 2-3-Ebene wird gedreht:

1 0 0
DW(p):=| 0 cosp sing
0 —sing cose

d.h. dass a; = a1, a9 = as cos ¢ + azsinp und az = az cos Y — as sin .

Aufgabe 9.8 Drehungen um die 2-Achse:

Machen Sie sich durch eine Skizze dhnlich unserer Abbildung 9.5 klar, dass die
Koordinaten eines Punktes A und folglich auch die Komponenten eines Vektors d
sich bei der Drehung um die 2-Achse nach folgender Drehmatrixz transformieren:

cosp 0 —singp
D (p) := 0 1 0
sing 0 cosep

d.h. dass a3 = azcos @ + ay sinp und a; = ay cos p — agsin ¢.

Man sieht daraus, dass man die Transformationsformeln fiir die drei Drehungen ohne
viel Rechnung auseinander erhilt, indem man einfach die Indizes zyklisch (d.h. im
Kreise) ersetzt, d.h. 1 durch 2, 2 durch 3 und 3 durch 1:

1

3 2

N S

Bild 9.9: Zyklische Ersetzung
Aufgabe 9.9 Spezielle Drehmatrizen:
Berechnen Sie folgende Drehmatrizen: DU (7/2), DM (7/6) und D (7 /4).

Die Transformationsformel fiir die Komponenten eines Vektors bei Drehungen des
Koordinatensystems ist ein wichtiges Charakteristikum der Vektoren, so dass manch-
mal Vektoren sogar einfach definiert werden als Grofien, deren drei Komponenten
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sich bei Drehungen des Koordinatensystems in der angegebenen Weise &ndern. In
der Tat: Wenn ein Physiker feststellen will, ob eine dreikomponentige Grofie ein
Vektor ist, misst er deren Komponenten in zwei zueinander gedrehten Koordinaten-
systemen und untersucht, ob die Messergebnisse sich mit Hilfe der entsprechenden
Drehmatrix ineinander iiberfithren lassen.

Wir untersuchen noch das Drehverhalten der Lénge eines Vektors:

a= \/&% + a3+ a3 = \/&%COSQQO—l—a%sin2g0+a%sin2g0—i—a%cos?go—i—ag =a
und finden, dass sie drehinvariant ist, wie wir das auch erwartet haben.

Einschub: MATRIZE N:

Die Drehmatrizen sind nur ein Beispiel fiir die GroBlen mit zwei Indizes, die die Mathema-
tiker Matrizen nennen. Man kann ganz allgemein fiir (z x s)-Matrizen, d.h. Schemata mit
z Zeilen und s Spalten Rechenregeln definieren und deren Strukturen untersuchen. Wir
wollen unsere Uberlegungen hier auf quadratischen (n x n)-Matrizen und sogar speziell
auf (3 X 3)-Matrizen mit reellen Elementen beschrinken.

Wir bezeichnen die Matrizen durch unterstrichene grofie Buchstaben z.B. A. Thre ElementeA.
tragen zwei Indizes: der linke z bezeichnet die (waagrechte) Zeile und der rechte s die
(senkrechte) Spalte der Matrix:

An A Agg
Matrix: A = | Ay Ay A
Asp Asy Asg

Es gibt einige Arten von Matrizen die ihrer Wichtigkeit wegen besondere Namen haben:
Vor allem Diagonalmatrizen, bei denen nur die drei Elemenete Aq;, Aoy und Assz in der
sogenannten Hauptdiagonale (:von links oben nach rechts unten) von 0 verschieden sind,
haben besondere Bedeutung. Die Nebendiagonale (:von rechts oben nach links unten) ist
im Vergleich dazu weniger wichtig.

A 0 0
Diagonalmatrix: A = 0 Ay O
0 0 As
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Die Matrizen fiir Drehungen um Vielfache des Winkels 7 sind Beispiele fiir Diagonalma-
trizen: DM (7), D@ (1) und DO (r).

Auf halbem Weg zur Diagonalgestalt ist die Dreiecksform zu erwidhnen, bei der entweder
unter oder iiber der Hauptdiagonale nur Nullen stehen:

A A A
Dreiecksmatrix: A = 0 Ay Asxs
0 0 A

Auch Matrizen in Késtchenform sind fiir viele Zwecke besonders angenehm. Bei ihnen
sind nur ,,Késtchen“ um die Hauptdiagonale von Null verschieden. Unsere Drehmatrizen

D® () und D®(y) sind von dieser Art.

A A O
Matrix in Kistchenform: A= | Ay Ay 0
0 0 As

Eine einfache Operation, die bei jeder Matrix durchgefiihrt werden kann, ist die Trans-
position: Gemeint ist die Spiegelung der Matrixelemente an der Hauptdiagonale, bzw.
die Vertauschung der Zeilen mit den Spalten: AT = A,

A Ay As
Transponierte Matrix: A7 = | A, Ay As
Az Agz Ass

Es gibt Matrizen, bei denen die Transposition nichts &ndert: Man nennt sie symmetrisch.

A A A
Symmetrische Matrix: A = AT = | Ay Ay Ay
Ay Ay Asg

Diese symmetrischen Matrizen treten in der Physik héufig auf und haben den Vorteil,
dass man sie mit bestimmten einfachen Umformungen auf Diagonalgestalt bringen kann.

Wie Sie unmittelbar sehen, hat eine symmetrische Matrix nur sechs unabhéngige Elemen-
te.

Falls die Spiegelung an der Hauptdiagonale ein Minuszeichen ergibt, heifit die Matrix
antisymmetrisch:
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0 Ap A
Antisymmetrische Matrix: A= | —Ap 0 Ay
—Aiz —Ay 0

Die Diagonalelemente miissen in diesem Fall natiirlich verschwinden. Offensichtlich besitzt
eine antisymmetrische (3 x 3)-Matrix nur genau drei unabhéngige Elemente. Das ist der
tiefere Grund fiir die Existenz eines Vektorprodukts in drei Dimensionen, wie wir bald
genauer sehen werden.

Schliefflich folgt noch ein Spezialausdruck fiir eine charakteristische Gréfle jeder quadra-
tischen Matrix: Die Summe der Elemente in der Hauptdiagonalen heifit Spur
(:englisch Trace) der Matrix:

Spur: SpA =trA = Zi:l Apr = Ap

Sie konnen sich leicht vorstellen, dass man fiir die reellen (3 x 3)-Matrizen eine gliedweise
Addition definieren kann und dass diese dann eine abelsche Gruppe der Addition bil-
den mit Assoziativgesetz, eindeutiger Nullmatrix, genau einem Negativen zu jeder Matrix
und Kommutativem Gesetz, weil sich die entsprechenden Eigenschaften der reellen Zahlen
einfach iibertragen. Auch die elementweise Multiplikation mit einem Zahlenfaktor
ist moglich und fiithrt zu den iiblichen Distributivgesetzen.

Fiir die Physik viel wichtiger ist jedoch die Multiplikation zweier (3 X 3)-Matrizen,
was im Spezialfall der Transformationsmatrizen zwei hintereinander ausgefithrten Trans-
formationen des Koordinatensystems entspricht:

Dabei gilt folgende Multiplikationsvorschrift:

Matrix-Multiplikation: C = BA <= C,, :=3,_, B.pAps = BopAps

Bei der letzten angegebenen Formulierung wurde nach der Einsteinschen Summen-
konvention das Summenzeichen weggelassen, weil die beiden gleichlautenden Indizes k
die Summation geniigend deutlich signalisieren.

In der Praxis denkt man sich zur Berechnung des Produktmatrixelements C, in der
z-ten Zeile und der s-ten Spalte die s-te (senkrechte) Spalte A,,s der rechten Faktor-
matrix A waagrecht auf die z-te Zeile B.,, der linken Faktormatrix B gelegt, aufein-
anderliegende Elemente miteinander multipliziert und die drei Produkte addiert: z.B.
Cls = 22:1 B, Ay = B, Ay = B11A1s + BiaAgy + BigAss, also insgesamt:
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By Bis Bis Ay Ay Agg By Ap1 BipAge BipAgs
BZl BQQ BQB A21 A22 A23 ) — BZkAkl B2]€Ak2 B2]€Ak3
Bsy Bsy Bss Asp Asy Asg Bsp Ak BspAge  BsiAgs

Aufgabe 9.10 Matrizenmultiplikation:

Multz’plizier@n Sie folgende Transformations—Matrizen

a) DD (0)D®)(¢) und vergleichen Sie mit D® (o)DM (9),

b) spezzell D(l)( DG (7/2) 2u vergleichen mit D@ (7 /2)DW (r),
c) DG ( )D (cp) und vergleichen Sie mit D® (0)D®)(9),

d) DW(m)D®) (1) und vergleichen Sie mit D) (7)DW ().

Die wichtigste Entdeckung bei der Bearbeitung der Ubungsaufgabe 9.10 ist, dass im allge-
meinen fiir zwei Drehungen und folglich auch fiir die darstellenden Matrizen kein Kom-
mutatives Gesetz gilt. Diese Tatsache kénnen Sie mit jeder Streichholzschachtel leicht
und anschaulich iiberpriifen, wie im folgenden Bild illustriert:

N

Bild 9.10: Streichholzschachtel, die zuerst um 90° um die 3-Achse, dann um 90° um die
1-Achse gedreht wurde, verglichen mit einer, die zuerst um die 1-Achse und dann um die
3-Achse gedreht wurde.

215



Die Beispiele der Aufgabe 9.10 haben Thnen jedoch auch schon gezeigt, dass in einigen
Ausnahmefillen, das Kommutative Gesetz doch gilt: Z.B. sind alle Drehungen um
ein und dieselbe Achse vertauschbar. Auch Diagonalmatrizen sind miteinander vertausch-
bar. Das ist ein Grund fiir ihre Beliebtheit. Wenn A B # B A ist, dann verspricht die
sogenannte Vertauschungsrelation [A,B] := AB — B A eine interessante Grofle zu sein.
Das wird spéter in der Quantenmechanik noch grofle Bedeutung gewinnen.

Von der Kommutativitdt abgesehen, verhélt sich die Matrizenmultiplikation jedoch, wie
wir das erwarten: Sie befolgt ein

Assoziatives Gesetz: C(BA)=CBA = (CB)A.

Aufgabe 9.11 Assoziativgesetz bei Matrizenmultiplikation:

Verifizieren Sie das Assoziative Gesetz an der Euler-Drehunyg,
D”(y,6, ¢) :== D ()DV(9)DP) (),

die vom raumfesten Koordinatensystem zum korperfesten System eines sich drehenden
Kreisels fiihrt.

Es existiert eine eindeutig bestimmte

Einheitsmatrix: 1 := mit Al=A=1A VA,

o O =
O = O
_ o O

unabhéngig davon, ob von rechts oder von links multipliziert wird.

Nur bei der

inversen Matrix: A~ !'mit AA-1=1

gibt es eine gewisse Komplikation &hnlich der Bedingung ,,# 0“ bei der Division durch eine
reelle Zahl. Eine eindeutig bestimmte Inverse gibt es nur fiir sogenannte nichtsingulére
Matrizen. Das sind Matrizen, deren Determinante nicht verschwindet: |A| # 0. Mit den
Determinanten, dem wichtigsten Charakteristikum jeder Matrix, beschéftigen wir uns in
einer gesonderten Schublade.

Fiir unsere Tansformationsmatrizen ist diese Einschriankung jedoch bedeutungslos. Fiir
sie ist ndmlich die inverse Matrix einfach gleich der transponierten A= = AT, die, wie
wir gesehen haben, immer existiert: Man nennt eine derartige Matrix orthogonal und
wir werden uns diese noch besonders ansehen:
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orthogonale Matrix: A™' = AT oder AAT =1

Als néichste Transformationen des Koordinatensystems behandeln wir die:

3. Spiegelungen, z.B. am Ursprung (Paritétstransfomation).

Wir betrachten wieder nur die Paritétstransformation, d.h. die Spiegelung am Null-
punkt, die alle Koordinaten und damit auch alle Komponenten in ihr Negatives
iiberfiihrt: Auch diese Transformation, die trivialerweise den Nullpunkt invariant
lasst O = O, kann wieder durch eine Matrix P beschrieben werden, ndmlich durch

das Negative der Einheitsmatrix, die wir auch mit 1 bezeichnen: P = —1
-1 0 0
Paritit: P := 0 -1 0
0 0 -1

ay -1 0 0 a; ax —ay
dg = 0 -1 0 (05} =P (05} = —as
dg 0 0 -1 as as —as
Man nennt alle Vektoren, deren Komponenten a, = —a; bei der Spiegelung am

Ursprung ihr Vorzeichen umkehren, polare Vektoren. Wieder haben nicht alle in
der Physik wichtigen Vektoren diese Figenschaft. Wir werden bald auf physikalische
Vektoren stoflen, wie z.B. den Drehimpuls, die paritédtsinvariant sind. Diese werden
wir axiale Vektoren nennen.

Bei allen Arten von Vektoren ist jedoch die Linge spiegelinvariant, denn in jedem
Fall ist

a=+/a?+ a3+ a3 =+\/a?+a3+a3=a.
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Einschub: DETERMINANTE N:

Das wichtigste Charakteristikum einer Matrix ist ihre Determinante. Fiir diese sind fol-
gende Bezeichnungen gebrauchlich:

A A Agg
Determinante: det A = |A| = | Ay Ay A
Az Az Ass

Leibniz gab folgende

Definition:

det A := Z (—1)”(P1’P2’P3)A1 p1As poAspz =

(P1,P2,P3)
= A1 AggAss + A19 A Agt + A1 A Aso
— A11As3Agy — A19 Ao Ass — A1 AxnAsy.

Das ergibt eine reelle Zahl, ndmlich die Summe bzw. Differenz aus Produkten von je-
weils drei Elementen der Matrix. Die (linken) Zeilenindizes lauten bei allen Termen immer
z = 123, die (rechten) Spaltenindizes durchlaufen dagegen alle Permutationen Pz dieser
drei Zahlen: (P1, P2, P3) = 123, 231, 312; 132, 213, 321. Das Vorzeichen der einzelnen Ter-
me wird dabei durch die Anzahl der Transpositionen (:Vertauschungen je zweier Indizes)
bestimmt, die benotigt werden, um aus der Konfiguration 123 die betreffende Konfigura-
tion zu erhalten. Die ersten drei der oben angegebenen Konfigurationen erhélt man durch
eine gerade Anzahl von Transpositionen, sie erhalten ein Pluszeichen, die restlichen drei,
durch eine ungerade Zahl von Vertauschungen erhaltenen, werden subtrahiert: z.B. 123
zu 132 (ungerade), 231 zu 312 (gerade),.... Bei (3 x 3)-Matrizen erhélt man sechs Sum-
manden, bei diesen sind die geraden Permutationen auch durch zyklische Permutation
zu finden.

Neben dieser ganz allgemein giiltigen Definition gibt es zur Berechnung der Determi-
nate einer Matrix mehrere verschiedene Methoden. Wir wollen zwei davon kennenlernen
und betrachten zunéchst die speziell fiir Determinanten von (3 x 3)-Matrizen geltende
Sarrussche Regel:

Dazu schreiben wir die erste und zweite Spalte der Matrix noch einmal rechts neben unsere
zu bestimmende Determinante:
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All A12 A13 All A12
zur Sarrus—Regel: A21 AQQ A23 Agl A22
A31 A32 A33 A31 A32

In dieser Anordnung multiplizieren wir die Elemente in der Hauptdiagonale A;;AgAss
miteinander, addieren dazu das Produkt der rechts daneben in Hauptdiagonalenrichtung
stehenden Elemente +A15A53A45, und +A;3A49; Ass. Davon subtrahieren wir das Produkt
der Elemente in der Nebendiagonale —A;; A3 A3, und ebenfalls zwei Mal die Produkte
der jeweils rechts daneben in Nebendiagonalenrichtung angeordneten drei Matrixelemente
— A9 A5 Azz und — Ay13A95A31. Damit erhalten wir die gewiinschte Determinante.

Haufig fiihrt eine weitere Methode noch schneller zum Ziel, die sogenannte Entwicklung
nach der ersten Zeile: Da es sich dabei um eine sukzessive Methode handelt, machen
wir uns zuerst klar, dass die Determinante einer (2 x 2)-Matrix aus dem Produkt der bei-
den Diagonalelemente Aq; Ass vermindert um das Produkt der Nebendiagonal-Elemente
—A19 A5 besteht. Nach Wegstreichen der dritten Zeile und der dritten Spalte unserer ge-
suchten (3 x 3)-Determinaten bleibt diese (2 x 2)-Determinante gerade iibrig. Man nennt
sie Adjunkte und versieht sie mit den Indizes der weggestrichenen Reihen:

Adjunkte: adjgd(A) = A11A22 — A12A21.

Mit Hilfe dieser Adjunkten ldsst sich die gesuchte (3 x 3) -Determinante folgendermafien
schreiben.

|A| = (1)1 A adj (A) + (—1)" A adjy (A) + (—1)"P Arz adji5(A)
:AII(A22A33 - A23A32> - A12<A21A33 - A23A31) + A13<A21A32 - A22A31)'

Wir werden sogleich sehen, dass die Beschrinkung auf eine Entwicklung nach der ersten
Zeile keine Einschrankung bedeutet, da die Determinante viele Symmetrieeigenschaften
besitzt. Mit deren Hilfe kann man leicht auch Entwicklungen nach anderen Zeilen oder
auch Spalten erhalten. Dabei verwenden wir den Begriff der

Reihe als gemeinsamen Begriff fiir Zeile oder Spalte.

Um eine pragnante Schreibweise zu ermoglichen, fassen wir auflerdem manchmal auch die
iibereinanderstehenden Matrixelemente zu sogenannten Spaltenvektoren A zusammen,
z.B.
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Ay,
|A| :=|A1, A2, A3| mit Spaltenvektoren: Ay := | Aoy
Az

Die Determinanten haben eine Fiille von interessanten charakteristischen Symmetrieei-
genschaften, die ihre Berechnung und den Umgang mit ihnen auflerordentlich erleichtern.

Symmetrieeigenschaften der Determinanten:

Eine Determinante ist invariant gegeniiber Transposition, d.h. Spiegelungen an der
Hauptdiagonalen:

AT =A].

Eine Determinante bleibt unverdndert, wenn zu einer ihrer Reihen eine Linearkombina-
tion der anderen Reihen addiert wird, z.B.:

|A17A27A3| - |A1 + )\AQaAQaA3|'

Eine Determinate dndert ihr Vorzeichen bei jeder Permutation zweier Reihen: z.B.

|A-17A27A-3‘ - _’A27A17A3|

Die Determinanten sind reihenweise homogen: mit einer rellen Zahl A € R

’A17A27A3| = %l)\A17A27A3"

Eine Determinante verschwindet, falls die Reihenvektoren koplanar (:linear abhéngig)
sind oder einer der Reihenvektoren der Nullvektor ist:

|A17 AQ, 0’ — O

Eine Determinante mit ungerader Dimensionszahl bleibt bei zyklischer Permuta-
tion der Reihen unveréndert:

‘A17A27A3| == ‘A27A37A1|'
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Eine Determinante mit ungerader Dimensionszahl verschwindet, falls die Matrix an-
tisymmetrisch ist, AT = —A :

|AT| = —|A| = 0.

Die Determinaten sind additiv, falls die Summanden sich nur in einer Reihe unterschei-
den: z.B.

|A1, Ao, A+ |A1, Ao, Ay = |Aq, Ag, A + Ay

Die Determinante des Produkts zweier Matrizen ist gleich dem Produkt der Determi-
nanten der beiden Faktoren:

|AB| = |A|[B|

Aufgabe 9.12 Berechnen Sie folgende Determinaten:

1 2 3 1 2 3 1 11
a) 2 1 2 b) 3 2 1 c) 1 2 3
3 2 1 21 3 1 11
17 31
als s ? . Do
) e)|2 21 Nl s 5 1
2 21 31 2 2 2
A A Agg Ay 0 0 An 0 0
g) 0 A22 AQS h) Agl A22 A23 Z) 0 A22 0
0 0 A33 A31 0 A33 0 0 A33
Ay A Agg 0 0 A Ay A by
j) Agl A22 0 k) 0 AQQ 0 l) A21 A22 b2
Az 0 0 Az 0 0 0 0 b3
0 a3  —das Ay — A Ao A13
TTL) —das O ap n) A21 AQQ_)\ Agg
Gz —ap 0 Az Aso Agzs — A
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Aufgabe 9.13 Determinanten von Drehmatrizen:

Berechnen Sie die Determinanten von DM (), D® () und D® ().

Aufgabe 9.14 Determinanten von Spiegelungen:

Berechnen Sie die Determinante der Parititsmatriz P, der Matriz D® (1) und des Pro-

dukts PD®) (7).

Schliefilich wenden wir uns zu den:

4. Streckungen (Dilatationen): speziell aller Achsen um einen gemeinsamen Faktor,
z.B. 10:

Wir untersuchen wieder als Musterbeispiel die Mafistabsénderung von Zentimeter
cm zu Dezimeter dm, wobei die Koordinatenachsen unveréndert bleiben und nur
die MaB-Punkte Ej auf den Achsen verschoben werden, so dass die Absténde vom
Ursprung |EO| = 10 sich vergrofiern. Dabei verkleinern sich die MafBzahlen der
Vektorkomponenten. Die entsprechende Transformationsmatrix der Streckung ist

— 1 1.
S=L11:
~ 1 1
aq 10 9 0 ay ) aq 1—10@1
(05} = 0 10 (1) (05} =10 1 a9 = 1—10(12
as 0 0 10 as as Eag

Bei einer Mafistabsénderung bleibt natiirlich kein Vektor invariant, und auch die
Mafzahl der Lange wird um den Faktor 1/10 verkleinert:

2 2 2
a4 4 % 4 95 _ 4
100+100+100_E'

Mit diesen Untersuchungen haben wir den schwierigsten Teil unserer Arbeit zum Ver-
standnis der Vektoren geschafft. Jetzt konnen wir uns daran machen, zu studieren, wie
man mit Vektoren rechnet, immer in Gedanken daran, dass es sich um Verschiebungen
mit frei wahlbarem Anfangspunkt handelt.

Es bleibt noch zu betonen, dass es natiirlich auch physikalische Grolen gibt, zu deren Fest-
legung jeweils nur eine einzige Messgrofle, also Zahl und MafBleinheit nétig ist, wie z.B.
Masse, Ladung, Temperatur, Stromstérke, usw.. Man nennt diese Groen Skalare (oder
mitunter auch Tensoren 0-ter Stufe) im Gegensatz zu den Vektoren (die ja gelegent-
lich auch Tensoren erster Stufe genannt werden) und noch komplizierteren physikalischen
Groflen, wie etwa dem Tragheitsmoment.
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9.3 Addition von Vektoren

9.3.1 Vektorsumme

Wihrend bei den Punkten des dreidimensionalen euklidischen Raumes von irgendwelchen
Rechenoperationen nicht die Rede sein konnte, ist es vom physikalischen Standpunkt sehr
sinnvoll, nach Rechenoperationen fiir Vektoren zu fragen: z.B. konnen mehrere Verschie-
bungen hintereinander ausgefiihrt werden: Nachdem wir einen Massepunkt z.B. vom
Punkt P geméfl dem Vektor @ zum Punkt () verschoben haben, kénnen wir ihn an-
schliefend von @ entsprechend der Verschiebungsvorschrift des Vektors b zum Punkt R
weiterschieben. Wir hétten ersichtlich dieselbe Endlage erreicht, wenn wir ihn sofort in
einem Zug von P nach R geschoben hétten, geméfl einem Vektor ¢ = @ + l;, den wir als
die Vektorsumme von @ und b bezeichnen:

Vektorsumme: @+Cﬁ:6+5:5:ﬁ < ap+ by =c fiir k=1,2,3.

Die geometrische Addition der Vektoren erfolgt komponentenweise, bedeutet also die
algebraische Addition der drei Komponenten. Daher stammt die Bezeichnung ,, Addition®
fiir Vektoren.

Bild 9.11: Vektoraddition

9.3.2 Kommutatives Gesetz

Wenn man die freie Verschiebbarkeit der Vektoren beriicksichtigt, folgt aus dem Bild mit
dem Hilfspunkt S sofort das Kommutative Gesetz der Addition:
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Kommutatives Gesetz: ]@ + Cﬁ —G+b=b+id= ﬁ + @

Dies ergibt sich auch algebraisch aus dem Kommutativen Gesetz der Addition jeder der
Komponenten als reelle Zahlen.

Diese Vertauschbarkeit der Summanden fithrt uns auf eine zweite geometrische Vorschrift
zur Bildung der Vektorsumme zweier Vektoren a und b : Man wihlt fiir die Vekto-
ren zwei Reprédsentanten mit dem gleichen Anfangspunkt, erginzt die Figur zu einem
Parallelogramm und erhélt so die Vektorsumme ¢ als Diagonale des Parallelogramms.
Diese Konstruktion findet sich schon bei Newton und ist vielen von Ihnen als Krafte-
Parallelogramm geldufig, wobei die Summe ¢ = @ + b die resultierende Kraft darstellt.
Diese geometrische Vorschrift hat iiberdies noch den Vorteil, dass sie auch fiir die nicht
translationsinvarianten ,, gebundenen® Vektoren angewendet werden kann, sofern diese
denselben Angriffspunkt besitzen, wie z.B. Ortsvektoren.

Aufgabe 9.15 Zum Krifteparallelogramm:

1. Drei Polarhunde ziehen an einem Schlitten mit gleicher Starke, aber unter relativen
Winkeln von 60°. Welche Kraft muss der Hundehalter in welche Richtung ausiben,
wenn er will, dass der Schlitten noch nicht losfihrt?

2. Bilden Sie die Summe von sieben koplanaren Vektoren der Linge a mit Winkeldif-
ferenzen von 30°.

9.3.3 Assoziatives Gesetz

Fiir die Addition von drei Vektoren da, l;, ¢ gilt das

-

Assoziative Gesetz: (i+0)+¢c=ad+ (b+7),

weil es fiir die Komponenten als reelle Zahlen gilt, oder aufgrund des néchsten Bildes:
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Bild 9.12: Zum Assoziativen Gesetz

9.3.4 Nullvektor

Es kann dabei vorkommen, dass man nach mehreren Verschiebungen zum urspriinglichen
Ausgangspunkt des ersten Summanden zuriickkommt:

Bild 9.13: Zum Nullvektor

Daraus kann man auf die Existenz genau eines Nullvektors 0, d.h. ,keine Verschiebung®,
schlieen mit der Lénge |0] = 0 und (ausnahmsweise) unbestimmter Richtung, fiir den
dghnlich wie bei den reellen Zahlen gilt:

NO0mita+0=a Va.
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9.3.5 Negatives und Subtraktion

Insbesondere ist es immer moglich, schon nach zwei Verschiebungen wieder zum Aus-
gangspunkt zuriickzukehren: D.h. es existiert zu jedem Verschiebungsvektor @ wie bei den
reellen Zahlen eine eindeutige Umkehrung, das Negative:

3l —@ mit @ + (—a) = 0.

%)ei sind einfach Anfangs- und Endpunkt des Reprisentanten zu vertauschen: —]@ =
Q

Mit dem Negativen der Vektoren wird analog wie bei den reellen Zahlen auch fiir die
Vektoren eine Subtraktion definierbar, d.h.

Vi, b 3 Fmit @+ 7 =b.

Der Vektor # =b —a@ = b + (—d) mit den Komponenten zj, = by — ay, fur k = 1,2, 3 16st
namlich die obige Gleichung.

Q

P b S

Bild 9.14: Konstruktion des Differenzvektors
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Aufgabe 9.16 Summe und Differenzen von Vektoren:

Bilden Sie graphisch die Summe und die beiden maglichen Differenzen folgender Vektoren:

a)a=(400) b=(-2,1,0): b) @= (0, 20) 5—(3,0,0);
¢)@=(-3,-1,0), b=(0,-3,0); d)@a=(-3,-2,0), b=(-3,2,0);
e)d=(— 2—3 0), b= (-2 —1,0); )5:( ), b= (4,—4,0).

Mit der Giiltigkeit des Assoziativgesetze und der Existenz genau eines Nullvektors und
eines eindeutig bestimmten Negativen zu jedem Vektor bilden die Vektoren eine Gruppe
der Addition, die wegen des Kommutativgesetzes sogar abelsch ist.

9.4 Multiplikation mit reellen Zahlen, Basisvektoren

9.4.1 Vielfaches eines Vektors

Wenn man mehrere Verschiebungen hintereinander ausfiithren kann, dann natiirlich auch
ein und dieselbe Verschiebung mehrmals, insbesondere: ¢+ ad = 2a. Wir kommen auf diese
Weise zu demselben Punkt, wie wenn wir in einem Zug um die doppelte Strecke in dieselbe
Richtung verschoben hétten. Ganz dhnlich lauft das fiir eine beliebige reelle Zahl o € R
als Faktor:

Vielfaches: b= ad mit o € R < b, = aay, fir k=1,2, 3.

Fiir a > 0 ist das ein Vektor mit der a-fachen Lénge in dieselbe Richtung wie a, fiir a < 0
zeigt er in die entgegengesetzte Richtung, denn fiir die Léange gilt:

lad] = v/(aa1)? + (aaz)? + (aas)? = |a|l.

9.4.2 Gesetze

Trotz der Unsymmetrie dieser Produktbildung iibertragen sich folgende Eigenschaften
direkt aus den entsprechenden des Korpers der reellen Zahlen R, weil auch die Vektor-
komponenten reelle Zahlen sind.

Mit den Vektoren @ und l;, bzw den reellen Zahlen o und 3 gilt:
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das Kommutative Gesetz: «d = do = aa, = aqQ,

das Assoziative Gesetz: flad) = (fa)d — f(aar) = (Ba)ar, sowie

zwei Distributive Gesetze: (a+ f)d=ad+ fd <= (a+ p)ay = aap + Pag
und a(@+b)=ai+ab < ala,+b) = aa + aby

Das letzte Gesetz besagt z.B. anschaulich, dass die Diagonale eines Parallelogramms ent-
sprechend mitgestreckt wird, wenn man die Seiten um einen Faktor a streckt.

9.4.3 Vektorraum

Wenn die Elemente einer Menge eine abelsche Gruppe der Addition bilden und eine Mul-
tiplikation mit den Elementen eines Korpers erklért ist, wie sie oben beschrieben wurde,
nennen die Mathematiker die Menge einen Vektorraum oder auch einfach linearen
Raum.

Man kann dann nédmlich innerhalb des Raumes Linearkombinationen wie etwa ¢ =
ad + b bilden, deren Eigenschaften wir kurz zusammenstellen wollen:

9.4.4 Lineare Abhingigkeit, Basisvektoren

A) Zunéchst betrachten wir Linearkombinationen aus zwei verschiedenen Vektoren: @; #
ds : Dabel konnen zwel Falle auftreten:

A1) Falls es ein a € R gibt, so dass dy = ad; gilt, oder anders ausgedriickt: In a@; +
asds = 0 ist mindestens einer der Faktoren a; # 0 ist, z.B. as # 0, so dass nach d,
aufgelost werden kann dy = —Z‘—;d’l =: ady,

so heifit das, dass @y durch einen Vektor représentiert werden kann, der ganz auf der
Geraden liegt, die durch a; geht. Dann heiflen die beiden Vektoren @; und ds linear
abhingig, speziell auch kollinear.

A2) Falls es kein « gibt, so dass dy = ad; fiir alle @ € R also @y # ad; oder anders
ausgedriickt: ayd; + asds = 0 kann nur erreicht werden, wenn sowohl a; = 0 als auch
Oy = 0,

. . . - . —— . .

dann spannen die beiden Vektoren a; = OA; und ds = O A, durch die drei Punkte O,
Aj und A, eine Ebene auf und jeder Punkt dieser Ebene ist durch eine Linearkombination
oG + aade mit reellen Faktoren o und a9 erreichbar.
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B) Dann untersuchen wir Linearkombinationen aus drei verschiedenen Vektoren: ay, ds
und a3, wobei wieder zwei Fille moglich sind:

B1) Falls zwei relle Zahlen o1 und as gefunden werden kénnen, so dass ds = ad; + ands
oder anders ausgedriickt: in ad; + asds + 3@z = 0 mindestens ein oy, # 0 ist, z.B. ag # 0,
so dass nach a3 aufgelost werden kann,

so heifit das wie eben gezeigt, dass a3 durch einen Vektor reprasentiert werden kann, der
ganz in der von @; und ds aufgespannten Ebene liegt. Dann nennt man die drei Vektoren
ai, do und @z linear abhingig, speziell auch koplanar.

B2) Falls @3 # ayd;+aads oder anders ausgedriickt oy d; +asds+asds = 0 nur erreichbar
ist, wenn alle drei oy, = 0 sind,

dann spannen die drei Vektoren @, @ und @3 den ganzen R?® auf. Man sagt dann,

sie bilden eine Basis des R?, d.h. jeder dreidimensionale Vektor ist als Linearkombination
3

der drei Basisvektoren darstellbar: Va = ) ayd.
k=1

C) Vier Vektoren schlieflich sind im R3 immer linear abhiingig.

Aufgabe 9.17 Basisvektoren:

a) Bilden die folgenden drei Vektoren eine Basis des R :
(1,3,-2),(2,-2,1) und (4,4,-3)?

b) Wie steht es mit den folgenden drei Vektoren:
(1,1,0),(1,—1,0) und (1,1,1)?

Besonders bequem als Basis sind Einheitsvektoren.

9.4.5 Einheitsvektoren

Einheitsvektoren sind dimensionslose Vektoren der Lénge 1, die je eine Richtung im Raum
kennzeichnen. Man erhélt aus einem beliebigen Vektor @ den zu der entsprechenden Rich-
tung gehorenden Einheitsvektor durch Division durch die Léange a, bzw. Multiplikation
mit 1/a :

Einheitsvektor: ¢, =
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Aufgabe 9.18 Einheitsvektoren:

a) Bestimmen Sie den Finheitsvektor in Richtung des Vektors d = (—1,2,—2).

b) Normieren Sie die in Aufg. 9.17 vermutete Basis auf eins.

Wir verwenden im folgenden durchweg die drei Einheitsvektoren €y, € und €3 als

Basisvektoren, wobei €}, := OF}. Die drei auf Linge eins normierten Basisvektoren éj,
werden manchmal auch Dreibein genannt.

Nachdem wir die Vektorkomponenten als Teilverschiebungsstrecken entlang der Koordi-
natenachsen (oder dazu dquivalent als Projektionen der Lénge des Vektors auf die Koor-
dinatenachsen) eingefithrt haben, folgt unmittelbar:

3
d = a1€] + agf + az€y = Y ap€y (= ar€) mit Einsteinscher Summenkonvention!).
k=1

Da wir zu Beginn dieses Kapitels nicht irgendein schiefwinkliges, sondern ein kartesi-
sches Koordintensystem gewéhlt haben, wissen wir jedoch, dass die drei Einheitsvekto-
ren €, := OFE} paarweise aufeinander senkrecht stehen, also eine orthonormierte (d.h.
orthogonale und normierte) Basis (ONB) darstellen. Um diese Tatsache in Formeln aus-
driicken zu kénnen, brauchen wir eine Gréfle, die mit dem Winkel zwischen zwei Vektoren
zusammenhéngt, die z.B. sagt, dass bei einem rechten Winkel zwischen zwei Vektoren
die Projektion des einen auf den anderen verschwindet. Diese Aufgabe fithrt uns zur Fra-
ge nach der Multiplikation zweier Vektoren, die wir im néichsten Abschnitt behandeln
werden.

Einschub: Aktiver Standpunkt: Wir haben uns bei unseren Tansformati-
onstiberlegungen immer nur damit beschdftigt, wie die Koordinaten eines bestimmiten
Punktes oder die Komponenten eines festen Vektors aussehen wiirden, wenn wir das
zur Beschreibung verwendete Koordinatensystem bzw. die Basisvektoren gedndert
hétten. Dabei wird ein und derselbe Vektor a beziiglich zweier verschiedener Ortho-
normalbasen ek bzw. qg durch Uerschzedene Komponenten ay und ay dargestellt:
a = a€, = a;, ¢ Wenn dabei z.B. q% = D,(d)( )é;, also in positiver 3-Richtung ge-
sehen um den Winkel ¢ im Uhrzeigersinn um die 3-Achse gedreht wiirde, haben wir
gesehen, dass auch die Komponenten ap = D,(j’)(go)al entsprechend gedreht werden.
Man nennt dies den passiven Standpunkt und wir werden uns im ganzen Kurs
konsequent immer auf diesen Standpunkt stellen. Dieses Problem ist deshalb wich-
tig, weil die Physiker darauf achten miissen, dass ihre Gesetze so formuliert werden,
dass ste von der Wahl des Koordintensystems unabhdngig sind.
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Die Physiker haben daneben aber noch ein zundchst ganz anderes Problem, ndm-
lich die mathematische Beschreibung von Massenpunkten, Vektoren, usw., die sich
tatsdchlich im Raum (z.B. mit der Zeit) bewegen, etwa rotieren. Da miissen dann
der urspringliche Vektor @ und der z.B. in positiver 3-Richtung gesehen um den
Winkel ¢ im Uhrzeigersinn um die 3-Achse gedrehte physikalische Vektor a in ein
und demselben Koordinatensystem €y, beschrieben werden: d = ap€), und a= 0.
Man nennt dies den aktiven Standpunkt. Das folgende Bild zeigt Ihnen, dass in

diesem Fall gerade aj = D,(j)(—go)al gilt.

2 . y) .
a, 3 passiv a, 3 aktiv
2 .
a, a, 3
a, 1
a
P 2
P 1 1

Bild 9.15: Unterschied zwischen passivem und aktivem Standpunkt

Wir haben dabei absichtlich in beiden Fdéllen das Dach zur Kennzeichnung der neuen
Komponenten verwendet, um ganz deutlich zu machen, dass die Relation

A~

3
ar = DY (9)ay
zwet vollig verschiedene Bedeutungen haben kann, ndmlich:

1. die transformierten Komponenten eines Vektors @ als Linearkombination der
alten bei einer Drehung des Koordinatensystems um den Winkel ¢ um die
3-Richtung und

2. die Komponenten eines Vektors nach seiner Drehung um den Winkel —p um
die 3-Richtung als Linearkombination seiner Komponenten vor der Drehung.

Wenn man sich die verschiedenen Sachverhalte ein einziges Mal klargemacht hat,
gibt es kaum mehr Gefahr fir Verwirrung, sondern eher Freude tber die Tatsache,
dass man mit dem Studium derselben Drehmatrizen in einem Streich zwei Probleme
losen kann.
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9.5 Skalarprodukt und Kronecker-Symbol

9.5.1 Motivation

Nicht nur um die Orthogonalitét unserer Basisvektoren zu beschreiben, sondern auch aus
physikalischen Griinden brauchen wir ein Produkt zweier Vektoren, das den Winkel zwi-
schen den beiden Faktoren misst und mit der Projektion des einen auf den anderen
zusammenhéngt. Bei eingeschrénkten Bewegungen (etwa auf Schienen oder einer schiefen
Ebene) ist nicht die gesamte wirkende Kraft, sondern nur deren Projektion (in Richtung
der Schienen oder die Komponente in Neigungsrichtung) die entscheidende physikalische
Grofe. Auch bei der Berechnung der Arbeit, die aufgewendet werden muss, um eine Mas-
se gegen eine Kraft (z.B. die Schwerkraft) um eine Wegstrecke zu verschieben, ist auch
nicht die gesamte Kraft, sondern nur deren Projektion auf die Verschiebungsrichtung die
eigentlich maigebende Grofie.

Aufgabe 9.19 Arbeit:

Wie berechnet man die Arbeit, die geleistet werden muss,

a) wenn die Masse m eines mathematischen Pendels der Fadenlinge v um den Winkel ¢
ausgelenkt werden soll?

b) wenn ein Massenpunkt m eine um den Winkel ¢ gegen die Horizontale geneigte schiefe
Ebene um eine Strecke s hinaufgeschoben werden soll?

9.5.2 Definition

Wir wéhlen also fiir ein ,,Produkt” zwischen zwei Vektoren @ und b folgende Definition und
nennen es Skalarprodukt, weil es zu den beiden Faktorvektoren eine reelle Zahl liefert,
von der wir spéter zeigen werden, dass es sich um einen Skalar handelt:

-

Skalarprodukt: (@-b) := |a] - |b| cos Z(@, b) = abcos .

AuBler den beiden trivialen Faktoren der Langen der beiden Vektoren wéhlen wir den Co-
sinus des bei gleichem Anfangspunkt von den Repréisentanten eingeschlossenen Winkels
v = Z(d, l;), weil dieser verschwindet, wenn ¢ = 90° wird, d.h. die beiden Vektoren senk-
recht aufeinander stehen. Der Ausdruck bcos g ist die Projektion des Vektors b auf die
Richtung von @ und umgekehrt a cos ¢ die Projektion des Vektors @ auf die Richtung von
b. Diese Projektionen werden jeweils multipliziert mit der Lange des Vektors, auf dessen

Richtung projiziert wird, und eventuell mit einem negativen Vorzeichen versehen, falls der
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Winkel stumpf ist. Der Zahlenwert des Produkts gibt geometrisch also je nach Lage der
Vektoren den (mit Vorzeichen versehenen) Flicheninhalt jeweils einer der beiden in den
folgenden Abbildungen farbig hervorgehobenen Flachen an. Wenn der Winkel zwischen
den beiden Faktorvektoren zwischen /2 und 37 /2 liegt, so dass der Cosinus negativ wird,
erhélt die Fléche ein negatives Vorzeichen:

Bild 9.16: Illustration des Skalarprodukts: Ein , Kofferbild“ des Skalarprodukts fiir

@ = 50°.
Folgende Grenzfille sind interessant:
falls @ und b parallel sind, folgt (@ - b) = ab,
falls @ und b antiparallel sind, folgt (@ - b) = —ab, und besonders wichtig

=,

falls @ auf b senkrecht steht, folgt (a-b) = 0.
Insbesondere ist (@ - @) = @? = a®> > 0 und eine verschwindende Linge

(@-d)=a*=0 < a=0

hat nur der Nullvektor 0, denn @ kann ja nicht auf sich selbst senkrecht stehen.
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Aufgabe 9.20 Winkel im Skalarprodukt:
Was bedeutet : 2(a - b) = |a@l| - |b| fiir den Winkel zwischen den beiden Vektoren?

Aufgabe 9.21 Cosinussatz:

a) Beweisen Sie mit Hilfe des Skalarprodukts den Cosinus-Satz der ebenen Geometrie,
nach dem in einem Dreieck mit den Seitenlingen a, b und c gilt: ¢* = a® + b> — 2ab cos 7,
wobei v den Gegenwinkel der Seite ¢ bezeichnet.

b) Was folgt daraus fir v =m/2?

Aufgabe 9.22 Schwarzsche Ungleichung:

-

Warum gilt fir den Betrag des Skalarprodukts die Schwarzsche Ungleichung: |(d - b)| <
|l - [b]
9.5.3 Kommutatives (GGesetz

Die obige Definition des Skalarprodukts ist vollig symmetrisch aus den beiden Faktoren
aufgebaut, deshalb gilt trivialerweise das

- —
—

Kommutative Gesetz: (d@-b) = (b-d).

9.5.4 Kein Assoziatives Gesetz

Das aus zwei Betrdgen und dem Cosinus bestehende Skalarprodukt ist offensichtlich kein
Vektor, sondern eine reelle Zahl. Der Symmetrie wegen wurde auf das Hinzufiigen eines
der beiden Vektoren verzichtet. Also ist unser Produkt keine ,,innere Verkniipfung* im
Vektorraum. Deshalb wollen wir die manchmal verwendete Bezeichnung ,,inneres Produkt®
moglichst vermeiden. Wenn das Ergebnis der Multiplikation kein Vektor ist, kann man
natiirlich auch nicht weiter mit einem dritten Vektor skalar multiplizieren, es gibt also
kein Assoziatives Gesetz. Aus diesem Grund konnen wir auch nicht erwarten, dass die
Vektoren eine Gruppe der Multiplikation bilden.

Aufgabe 9.23 Zum Assoziativgesetz:

a) Vergleichen Sie den Vektor (a - b)¢ mit dem Vektor (b - ¢) geometrisch.
b) Was bedeutet @ ¢
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9.5.5 Homogenitét

Die Multiplikation eines der Vektorfaktoren mit einer reellen Zahl o € R, die Vervielfa-
chung der Lénge bedeutet, ist selbstverstdndlich moglich und fithrt zur Vervielfachung des
ganzen Produkts. Man nennt das wie bei den reellen Zahlen:

=, - -

Homogenitét: (ad-b) = a(d-b) = (d- ab).

9.5.6 Distributives Gesetz

Die Relation zur Vektoraddition regelt das folgende

-

Distributive Gesetz: ((ﬁ—l— b) - 8) =(@-&)+(b-a).

Der Beweis ergibt sich durch Betrachten des folgenden Bildes aus der Additivitdt der
Projektionen auf die Richtung von ¢:

[Alcosz(38) | |b|coss(bE)
|3+b|cos((A+b)E)

\I'Illﬁ'*'

Bild 9.17: zum Beweis des Distributivgesetzes

Aufgabe 9.24 Zum Distributivgesetz:

Zwei Vektoren @ und b spannen ein Parallelogramm auf.
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a) Berechnen Sie dazu <(6+ b) - (@ — b)> :
b) Was bedeutet das geometrisch?
c¢) Bestimmen Sie den Winkel ¢ zwischen den beiden Diagonalen des Parallelogramms.

d) Wann stehen diese senkrecht aufeinander?

9.5.7 Basisvektoren

Bei der Definition des Skalarprodukts hatte uns unter anderem der Gedanke geleitet,
die Orthogonalitét der drei normierten Basisvektoren ¢ des kartesischen Koordina-
tensystems einfach beschreiben zu konnen. Wir erhalten damit jetzt wie gewiinscht drei
Gleichungen:

Orthogonalitit: (€ - €;) = |éx||é]| cos Z(€k, €]) = cospp =0 fiir k #1=1,2,3,

denn ¢y = 7/2, weil €, L € fir k # [. Fiir k = [ erhalten wir drei weitere Gleichungen:

Normierung: (€ - €;) = |€||€k| cos Z(€k, €) = cos0 =1 fiir k =1,2,3.

9.5.8 Kronecker-Symbol

Diese neun Gleichungen enthalten die gesamte Information iiber die Orthogonalitdt und
die Normierung der Basisvektoren. Sie lassen sich zu einer einzigen Gleichung zusammen-
fassen,

Orthonormalitit: (€ -é;) = oy,

wenn wir das nach Leopold Kronecker benannte Symbol dx; zu Hilfe nehmen, das folgen-
dermaflen definiert ist:

1 fir k=1

Kronecker-Symbol: §;; := { 0 ik ; l
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Wie das Skalarprodukt ist dieses Zahlenschema symmetrisch gegen Vertauschen der beiden
Indizes: 6x; = ;1. Im folgenden Bild ist das Zahlenschema in der Ebene bildlich dargestellt:

|
|

|
| |

|
|
1

3 0—0

k

Bild 9.18: Veranschaulichung des Kronecker-Symbols

Die Achsen sind so angeordnet, dafl man den Zusammenhang mit der Einheitsmatrix 1
gut erkennen kann. Gelegentlich brauchen wir die Summe der drei Diagonal-Elemente der
Matrix, die man Spur nennt:

3
Spur: 0 := > 0k = 3 (mit Einstein- Summenkonvention!)
=1

Aufgabe 9.25 Winkelbestimmungen:
a) Bestimmen Sie den Winkel zwischen zwei Kanten eines Tetraeders.

b) Bestimmen Sie den Winkel zwischen zwei benachbarten Diagonalen eines Wiirfels.
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9.5.9 Komponentendarstellung

Nun wollen wir sehen, wie man das Skalarprodukt berechnet, wenn die beiden Vektoren
in Komponenten gegeben sind: @ = axey, und b = b€ : (jeweils mit Summenkonvention!)

-

(@-b) = (agex-be;) wobei sowohl iiber k, als auch iiber 1 summiert wird
= aibi(€x - €) wegen der Homogenitét des Skalarprodukts
= ab;on; wegen der Orthonormalitéit der Basisvektoren
= aiby, wegen des Kronecker-Symbols bleibt von der Summe

iiber [ nur der Term [ = k iibrig. Deshalb bleibt nur
noch die Summe iiber £ = 1, 2, 3, also

-,

Komponentendarstellung: (@ -b) = a1b; + agby + agbs = agby

Aufgabe 9.26 Kronecker-Symbol:

Leiten Sie die obige Formel ausfiihrlich her mit explizitem Ausmultiplizieren der Klam-
mern ((a1€1 + a2€s + azés) - (b1€] + b€y + b3e3)) ohne Verwendung des Kronecker-Symbols,
damit Sie ermessen kinnen, welche Ersparnis an Rechenaufwand das Symbol mit sich
bringt.

Aufgabe 9.27 Orthonormalbasis:

Bilden die drei Vektoren d; = \%(1, 1,0), dy =
Orthonormalbasis des Vektorraums?

1,—1,2) und a3 = —=(1,—1,—1) eine

7!
V2 v

Speziell fiir einen der drei Basisvektoren erhalten wir:

(€ - @) = (€ - wme)) = a(€) - €) = a0, = ay,

3 3 3

ausfiihrlich mit Summenzeichen: (€ -a@) = > (€x-@€)) = > a(€x-€) = > a;dp; = ay, die
=1 =1 I=1

k-te Komponente des Vektors a@, denn die skalare Multiplikation mit dem k-ten Basisvektor

ergibt ja die Projektion des Vektors auf die k-Achse. Daraus kann man leicht den gesamten
Vektor a@ wieder zusammensetzen:

— — [ =

d: kAl — k(ek . d)
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Einschub: Vollstandigkeit: Wenn wir in der letzten Gleichung zwei iber-
flissige Klammern ) “ plazieren, erhalten wir:

@) = €) (€ - @)

oder daraus abstrahiert die beriihmte symbolische

Vollstindigkeitsrelation: eéj) (€, = 1.

Nach skalarer Multiplikation von links oder rechts mit einem Vektor erhdlt man
daraus dessen Komponentenzerlegung @ = €ay : etwa von rechts: €) (€ - d) =
érar= 1 d) = d oder von links: (d@ - €y) (€ = arer = (@ 1 =d.

Insbesondere fiir die Basisvektoren selbst:

—

1 = €r0k1

aus € =€) =1 ¢;) = é) (€ - €1) = exlp-
D.h. die Spalten oder Zeilen des Kronecker-Symbols sind einfach die Komponenten
der Basisvektoren.

Aufgabe 9.28 Skalarprodukt:

Bestimmen Sie dasﬂSkalarpmdukt und die Linge der Projektionen fir die beiden Vektoren
a=(4,-2,4) und b = (—2,3,6)

Aufgabe 9.29 Winkel mit den Koordinatenachsen:
Welche Winkel bildet der Vektor @ = €, + /3¢, mit den Koordinatenachsen?

9.5.10 Transversaler Anteil

Neben der Komponentenzerlegung in Bezug auf ein gewéhltes Koordinatensystem wird
in der Physik haufig noch die Zerlegung eines Vektors @ (z.B. eines Schwingungsvektors)
in einen beziiglich einer beliebig vorgegebenen Richtung € (z.B. der Ausbreitungsrichtung
einer Welle) ,longitudinalen* Summanden a. und den ,transversalen Anteil“ @ . mit
(@i - €) = 0 bendtigt. Aus dem Zerlegungsansatz d = a.€ + @ . erhalten wir durch
Multiplikation mit €: (@ - €) = a| und daraus durch Einsetzen a@ = (- €)é'+ @ . oder fiir
den spéter benotigten

— —

Transversalen Anteil: @, =d— (d-é€)é

Aufgabe 9.30 Transversaler Anteil:

Berechnen Sie den zum Vektor b = (1,2, —2) transversalen Anteil von @ = (3,6,3).
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9.5.11 Kein Inverses

Nachdem wir schon gesehen haben, dass das Skalarprodukt kein Assoziatives Gesetz be-
sitzt, wundern wir uns nicht, dass auch kein eindeutig bestimmtes Inverses existiert:
Das hiefle doch, dass die Gleichung (@ - Z) = 1 einen eindeutig bestimmbaren Vektor &
als Losung hétte. Sie kdnnen aber leicht nachrechnen, dass folgende zweifach unendlich
dimensionale Vektorenschar die Gleichung erfiillt:

— g — —
Inversenschar: 7 = 4+ M€Lg + A2€laela

mit den beiden Scharparametern A;, A\s € R und den Einheitsvektoren €,, der auf a
senkrecht steht, und €, ,.14, der auf @ und €, senkrecht steht. Das sind namlich alle
Vektoren, deren Spitze in eine Ebene fiihrt, die senkrecht zu @ im Abstand 1/a vom
Ursprung liegt. Zum Beweis bilden wir (@ - %) = (@ €,)/a+ M (G- €1a) + A2(@ - €laela) =
a(€y-€,)/a+0+0=1.

NF}

Bild 9.19: der inversen Funktionenschar

Dementsprechend ist keine Division durch Vektoren moglich: Die Gleichung (@ - %) = b
hat alle Vektoren & = be,/a+ A€, + A2€14 14 als Losung, die eine Projektion der Lénge
b/a auf die Richtung €, von @ haben.

Deshalb kann auch nicht durch Vektor(in gekiirzt werden, obwthes manchmal so aus-
sieht, als ob gekiirzt worden sei, z.B. in (@-b) /(G@-@) = (ab/a?) cos Z(a@,b) = (b/a) cos Z(a,b).
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Aufgabe 9.31 Inverse Funktionenschar:

Geben Sie explizit eine Funktionenschar @ an, welche die Gleichung (d-Z) = 1 lost, wenn
i=(1,2,2).

9.6 Vektorprodukt und Levi-Civita-Symbol

9.6.1 Motivation

Wir haben nun ein kommutatives Produkt zweier Vektoren, zwar nur einen Skalar ohne
Assoziativgesetz und eindeutiges Inverses, aber eine einfache und kurze Charakterisierung
der Orthonormalitiat unserer Basisvektoren und vor allem eine angemessene und treffende
Beschreibung all der vielen physikalischen Situationen, bei denen die Projektion eines
Vektors auf einen anderen ein wichtige Rolle spielt.

Wir kénnen uns jedoch damit nicht zufrieden geben, denn zum einen wollen wir grundsétz-
lich doch wenigstens versuchen, ein echtes Vektorprodukt zu finden, das zwei Vektoren
wieder ein Element des Vektorraums zuordnet, zum anderen suchen wir eine einfache
schone Kennzeichnung der Tatsache, dass unsere Basisvektoren ein Rechtskoordinatensy-
stem bilden und schliefSlich kennen wir in der Physik eine ganze Reihe von vektorartigen
GrofBen, die nicht so einfach mit Verschiebungen in Zusammenhang gebracht werden kon-
nen, wie etwa den Drehimpuls oder das Drehmoment, sondern mit Drehungen haufig von
ausgedehnten starren Koérpern zu tun haben, die um eine Achse drehbar gelagert sind.
Die Existenz eines Vektorprodukts neben dem Skalarprodukt ist iibrigens eine spezielle
Eigenart des dreidimensionalen Raumes; bei den Vektoren im R? und R* gibt es so etwas
nicht.

=

Bild 9.20: Drehbewegung
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Wie wir aus dem Bild sehen, ist fiir die Drehung keineswegs irgend ein Cosinus mafigebend,
sondern F'sin ¢, die Projektion der Kraft senkrecht zur Verbindungslinie von Drehachse
und Angriffspunkt der Kraft. Andererseits ist neben dem Verbindungsvektor  vom Dreh-
punkt zum Ansatzpunkt der Kraft und dem Kraftvektor F selbst durch die Drehachse
eine dritte Richtung im Raum ausgezeichnet, die immer senkrecht auf der von ¥ und F
aufgespannten Ebene steht und durch den Drehsinn der durch die Kraft verursachten
Bewegung eine Orientierung erhélt.

9.6.2 Definition

Wir versuchen deshalb folgenden Ansatz als echte innere Verkniipfung zweier beliebiger
Vektoren @ und b :

-,

Vektorprodukt: [d’ X 5} .= |a@]|b] sin £ (@, )€ Lab R

Aufler dem Sinus des eingeschlossenen Winkels und den Léngen der beiden Vektoren ha-
ben wir den Einheitsvektor €' ,;, r dazugenommen, der senkrecht auf der von den beiden
Vektoren aufgespannten Ebene steht und mit den Vektoren @ und b (in dieser Reihenfolge!)
eine Rechtsschraube bildet. Zur deutlichen Unterscheidung vom Skalarprodukt verwen-
den wir als Malzeichen ein Kreuz statt des Punktes und dazu noch eckige Klammern
statt der runden. Viele geben sich mit einem der beiden Unterscheidungsmerkmale zufrie-
den: [J X I;] = [d’g} = @ x b. Manche nennen das Vektorprodukt auch ,duBeres Produkt®.

Wir wollen diesen Ausdruck fiir eine echte innere Verkniipfung im Vektorraum jedoch
versténdlicherweise moglichst vermeiden.

Wie beim Skalarprodukt betrachten wir zundchst wieder die Spezialfille:

- —

Fiir @ und b kollinear, d.h. parallel oder antiparallel: (d@,5) = 0,7, folgt [a X b} 0,

insbesondere:

@ xd =0 Va.

Fiir @ und b orthogonal, d.h. @ senkrecht auf b : /(a@,b) = /2 folgt
@ 5] = [al bl Lasn.

insbesondere . ~
[61 X 62] = e3.

Die Lange des Produktvektors ist in diesem Fall maximal: Hc—i X g” = |EL’||E|, d.h. die

Rechteckflache mit den Langen der beiden Faktoren als Kantenlédngen:
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‘-\\_v/_—_/—’

Bild 9.21: des Rechtecks

[axz‘;” — a7

[a x 5” — |a@||b|sin £(@,B) die
Fliche des von den beiden Faktoren aufgespannten Parallelogramms oder von gleicher

Grofle: eine der beiden im néchsten Bild skizzierten Rechteckflachen mit den Hohen des
Parallelogramms.

Im allgemeinen Fall ist die Lidnge des Produktvektors

-
b

Bild 9.22: der Parallelogrammfléche
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Falls der Winkel zwischen den Faktorvektoren 7 iiberschreitet, wird der Sinus und folglich
auch die Flache negativ, was hier zu einer Umkehr der Richtung des Produktvektors fiihrt.

Aufgabe 9.32 Physikalische Vektorprodukte:
Wie erhalten Sie

a) bei einer Drehbewegung die lineare Geschwindigkeit U aus der Winkelgeschwindigkeit
W= éeydp/dt und dem Ort &%

b) bei der Kepler-Bewegung die Flichengeschwindigkeit f aus Ort ¥ und Geschwindigkeit
v des Planeten?

c¢) den Bahndrehimpuls L aus Ortsvektor T und Impuls p'?
d) das mechanische Drehmoment D aus Kraft F' und Hebelarm 7

e) das Drehmoment auf einen elektrischen Dipol mit Dipolmoment p in einem homogenen
elektrischen Feld E ¢

f) das Drehmoment auf einen magnetischen Dipol mit Dipolmoment m. in einem homo-
genen Magnetfeld H?

g) die Dichte der elektromagnetischen Lorentz-Kraft k aus der Geschwindigkeit U eines
Elektrons mit Masse m und Ladung e und der magnetischen Induktion B ¢

h) den Poynting-Vektor S des elektromagnetischen Strahlungsflusses aus den elektrischen
E und magnetischen Feld H der Strahlung?

i) das Magnetfeld H im Abstand T von einem elektrischen Stromfaden j nach dem Biot-
Savartschen Gesetz?

Aufgabe 9.33 Drehmomente:

Diskutieren Sie den Betrag und die Richtung des Drehmoments auf eine Kompafinadel im
magnetischen Erdfeld, wenn der Winkel ¢ = Z(m, H) zwischen Dipolmoment m und Feld
H:0, /4, m/2, 3n/4, m, b /4 betrigt.

244



Aufgabe 9.34 Bilanz der Drehmomente:

[P

—

Bild 9.23: Mut welcher Kraft Fy muss man an der angekreuzten Stelle ziehen, damit das
abgebildete starre T-Stiick sich nicht um den Drehpunkt O dreht?

9.6.3 Antikommutativ

Die Richtung des Produktvektors hangt durch die Rechtsschraubenvorschrift offen-
bar von der Reihenfolge der Faktoren ab, die durch die physikalische Deutung bei der

Drehbewegung bestimmt wird, z.B. beim Drehmoment: D= [:E x F } . Es gilt also kein
Kommutatives Gesetz, sondern das Vektorprodukt ist:

antikommutativ: [l; X c?} = — |:EI: X 5}

Insbesondere ist fiir die Basisvektoren: [é; x €1] = —é5.

9.6.4 Homogenitit

Genauso wie fiir das Skalarprodukt gilt fiir das Vektorprodukt jedoch in beiden Faktoren
bei der Multiplikation mit einer reellen Zahl o € R die:
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-

Homogenitét: [ad x b] = « [c? X 5} = [@ x ab]

9.6.5 Distributives Gesetz

Wie erwartet gibt es auch ein

—

Distributives Gesetz: [(@) + @) x b] = [a} X 5} + [a} X b}

Allerdings ist dessen Beweis nicht trivial, da die transversalen Anteile der Vektoren dazu
gebraucht werden.

Einschub: Distributivgesetz: Wir nennen die Summe dy + do =: ds, den
FEinheitsvektor in Richtung von b €p 1= 5/ b und betrachten die zur Richtung von b
transversalen Anteile der beiden Summanden @, |y = ar, — (drep)ép fir k =1,2 und
wegen des Distributivgesetzes fir das Skalarprodukt auch fiir k = 3, die alle in der
im folgenden Bild gezeigten Ebene senkrecht zu €, liegen:

¥

-l
g =bib
Bild 9.2}: der Ebene senkrecht zu b.
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Die Produktvektoren [y X €] sind dann Vektoren der Linge ayyp, die um 90° im
Antiuhrzeigersinn gedreht, senkrecht auf den a1 stehen. Das bedeutet aber, dass
die ganze Vektoradditionsfigur um 90° gedreht wurde, so dass immer noch
gilt [as’, x &) = [a1,, X )] + [az,, x €] . Multiplikation dieser ganzen Gleichung
mit b ergibt das behauptete Distributive Gesetz.

Aufgabe 9.35 Distributivgesetz der Vektorprodukte:

-

a) Berechnen Sie [(@ + b) x (@ — b)].

— 2 —
b) Wie lautet die Lagrange-Identitit: |:Ef X b} +(a-b)? =2

-

2
c) Was bedeutet demnach \/[5 X b] + (@ - b)2 = b* fiir den Vektor a?

d) Berechnen Sie die Summe der nach auflen gerichteten Flichennormalen eines Tetra-
eders.

9.6.6 Mit transversalem Anteil

Wir kénnen den Begriff des transversalen Anteils eines Vektors beziiglich einer vorge-
gebenen Richtung, den wir frither definiert und studiert haben, verwenden, um neues Licht
auf die anschauliche Bedeutung des Vektorprodukts zu werfen: Wir betrachten dazu
den transversalen Anteil des zweiten Faktors b beziiglich der Richtung ¢, = d/a

des ersten Faktors: b, = b — (5 - €,)€, und multiplizieren a vektoriell mit diesem

—

[axzia} - [axb} (b-2,)]d x &) = [axg}.

Da eine entsprechende Uberlegung auch fiir den anderen Faktor durchgefiihrt werden
kann, heifit das: Im Vektorprodukt kann ohne Schaden ein Faktor durch seinen
zum anderen transversalen Anteil ersetzt werden.

Betrachten Sie zum besseren Verstiandnis dazu nochmals das Bild 9.22.

9.6.7 Basisvektoren

Um eine Komponentendarstellung fiir unser Vektorprodukt zu erhalten, miissen wir zu-
néchst die Basisvektoren vektoriell multiplizieren. Wie oben schon angedeutet, bringt
uns das Vektorprodukt die erwiinschte einfache Darstellung der Tatsache, dass unsere
Basisvektoren ein Rechtssystem bilden:
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Rechtssystem: [51 X 52] = €3, [52 X 53] = 51, [53 X 51] = gg.

Wegen der Antikommutativitit des Vektorprodukts kommen dazu noch drei weitere Re-
lationen mit der umgekehrten Reihenfolge der Faktoren und einem Minuszeichen:

[52 X 51] = —53, [53 X 52] = —51, [51 X 53] = —52.

Analog wie beim Skalarprodukt durch das Kronecker-Symbol fassen wir diese sechs funda-
mentalen Relationen in eine einzige Gleichung zusammen durch die Einfithrung des nach
Tullio Levi-Civita benannten Symbols:

9.6.8 Levi-Civita-Symbol

Wir schreiben einfach:

— — — 3 —
Rechtssystem: [€}; X €] = €tim€n = D, _| EkimEm

wobel der letzte Term noch einmal an die Einsteinsche Summenkonvention erinnert. Dabei
ist das Levi-Civita-Symbol mit seinen drei Indizes definiert durch:

+1, falls klm = 123,231, 312,
Levi-Civita-Symbol: ¢, := ¢ —1, falls kim = 132,213,321 und
0 sonst

Das Symbol éndert offenbar das Vorzeichen beim Vertauschen je zweier Indizes, man nennt
das total antisymmetrisch gegen Vertauschen der Indizes:

Totale Antisymmetrie: ey, = Sk = Emkl = —€kmi = —Elkm = —Emik

Bei allen geraden oder zyklischen Permutationen der Zahlenfolge 123 in den Indizes ergibt
der Wert +1 genau die drei oben angegebenen eine Rechtsbasis charakterisierenden Rela-
tionen. Die Indexkonstellationen mit einer ungeraden Zahl von Vertauschungen je zweier
Indizes bzw. antizyklischen Permutationen von 123 fiithren auf die —1 in den drei oben
ebenfalls aufgefithrten Vektorprodukten mit vertauschter Reihenfolge der Faktoren. Nur
sechs der 27 Elemente des Symbols sind verschieden von 0. Alle 21 iibrigen Elemente sind
Nullen, so dass Sie Miihe haben, im folgenden Bild vor lauter Nullen die vom Ursprung aus
gesehen bemerkenswert symmetrisch angeordneten wichtigen drei Einsen und vor allem
die noch wichtigeren —1 zu finden:
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Bild 9.25: Veranschaulichung des Levi-Civita-Symbols

Wie Sie aus dem Bild sehen, ist das Levi-Civita-Symbol — trotz der vielen Nullen und seiner
schénen Symmetrie — wegen seiner drei Indizes ein ziemlich unhandliches Objekt. Deshalb
wollen wir seine entscheidende Botschaft, ndmlich die sechs Indexkonfigurationen, bei
denen es nicht verschwindet, allein mit den uns schon vertrauteren handlichen Kronecker-
Symbolen formulieren, es ist ndmlich +1 bei kim = 123, —1 bei 132; +1 bei 231, —1 bei
213; +1 bei 312 und —1 bei 321 :

Ekim = Ok1(0120m3 — 0130m2) + 0k2(0130m1 — 0110m3) + Ok 3(0110ma2 — 0120 1).

In dieser Form des Ergebnisses erkennen wir (nach unserer Schublade iiber das Rechnen
mit Matrizen) die Entwicklung der Determinante einer (3 x 3)-Matrix nach der ersten
Zeile oder der ersten Spalte:
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o2 Oi3 o3 O o 0o

Ekim = T0k1 + k2 + Ok 3
6m2 5m3 5m3 5m1 5m1 5m2
Also:
Ok1 k2 Oks k1 011 Omi 0k 011 O1m
Ekim = | 011 012 O3 | =1 0k2 012 Oma | = | d2k 027 O2m | = ...
5m1 5m2 5mS 6193 5l3 (SmS 53]@ 53l 53m

Beim Ubergang von der ersten zur zweiten Version wurde beriicksichtigt, dass die Deter-
minante einer Matrix A sich bei der Spiegelung an der Hauptdiagonalen nicht &ndert :
|AT| = |A|. Beim Ubergang zur dritten Version haben wir die Symmetrie des Kronecker-
Symbols gegen Vertauschen der beiden Indizes ausgeniitzt: dx1 = 01. Es gibt offensichtlich
noch eine Fiille von weiteren Formen des Levi-Civita-Symbols als Determinante, wenn wir
etwa beriicksichtigen, dass jede Determinante beim Vertauschen zweier Zeilen oder Spalten
ihr Vorzeichen &ndert. Bei der Determinantendarstellung des Levi-Civita-Symbols sollten
Sie sich immer daran erinnern, dass die Kronecker-Symbole in der Determinante nichts
anderes sind als Platzhalter, die je nach dem Wert der Indizes lediglich sagen, ob da eine
1 oder eine 0 steht.

Aufgabe 9.36 Normalenvektoren:

Welche Einheitsvektoren stehen senkrecht auf:
a) (€1 + €) und (€ — €),

b) (61 — &) und (€ — €3),

C) (51 + 253) und (52 — 253) ¢

Aufgabe 9.37 Tetraederoberfliche:

Berechnen Sie die Oberfliche eines Tetraeders der Kantenldnge L mit Hilfe der Vektor-
produkte, indem Sie ihn in einen Wiirfel der Kantenlinge a einbetten.
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9.6.9 Komponentendarstellung

Nun sind wir in der Lage zu berechnen, wie man das Vektorprodukt zweier Vektoren
a = ape, und b = be; aus deren Komponenten erhélt:

Komponentendarstellung: [FL X 5} = [ar€) X b)) = apby [€x X €] = ermarbién,

Wir erinnern noch einmal daran, dass die rechte Seite dieser Gleichung nach der Ein-
steinschen Konvention drei Summen iiber £ = 1,2,3, [ = 1,2,3 und m = 1,2, 3, also
insgesamt 27 Summanden enthélt, die wir aber natiirlich nicht zu fiirchten brauchen, weil
wir wissen, dass 21 davon verschwinden und nur folgende sechs mit drei charakteristischen
Minuszeichen iibrigbleiben:

|:C_I: X gi| = 51(a2b3 — agbg) + 52(a3b1 — albg) + 53(a1b2 — agbl)

Hier sind die sechs Summanden jetzt nach Basisvektoren geordnet und zusammengefasst,
um leichter erkennen zu konnen, dass z.B: die 1-Komponente des Produktvektors sich

folgendermaflen aus den Komponenten der beiden Faktoren ergibt: [EL X 5} = (aghs —
1
azbs). Allgemein erhalten wir fiir die m-te Komponente:

—

[CT X gi| = (|:CL X l_)} . gm) = €klmakbl<€m . gm) = 5klmakbl = emklakbl.

Die letzte Schreibweise ist wegen der zyklischen Vertauschbarkeit der Indizes beim Levi-
Civita-Symbol gerechtfertigt.

Unsere Darstellung des Levi-Civita-Symbols als Determinante von Kronecker-Symbolen
erlaubt noch weitere Schreibweisen fiir die Komponentendarstellung des Vektorprodukts,
die leicht memorierbar und deshalb einigen von Thnen méglicherweise schon begegnet sind:

L Okt Or2  Or3 ap az as €1 €2 €3
|:6 X b] = akblé’m 511 (5[2 (513 = bl bg b3 =]l a a ag | =...
5m 1 5m 2 6m 3 51 52 63 bl bZ b3
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Um die letzte Form zu erhalten wurden in der vorletzten Determinante die Zeilen zy-
klisch vertauscht. Auf diese Weise oder etwa durch Spiegelung der Determinante an ihrer
Hauptdiagonalen lassen sich wieder eine ganze Reihe von Darstellungen finden, die alle
gleichwertig sind, da sie zum selben Ergebnis fithren. In der Praxis werden Sie natiirlich
auf etwa vorhandene Nullen achten und diejenige Form wéhlen, aus der Sie das gewiinschte
Resultat am schnellsten ersehen konnen.

Dabei ist die Determinantenschreibweise bei den letzten beiden Formen nur symbolisch
gemeint und mit einiger Vorsicht zu genieflen, denn, wie Sie sehen, stehen die Basisvek-
toren als Elemente in der Determinante, und das gibt es eigentlich nicht. Gemeint ist
eine leicht einpriagsame Merkformel fiir folgende héufig verwendete Entwicklung mit den
Adjunkten:

Aufgabe 9.38 Vektorprodukt als Determinante:

Berechnen Sie die Vektorprodukte von Aufgabe 9.36 als Determinanten.

9.6.10 Kein Inverses

Mit dieser Komponentendarstellung haben wir uns fiir unsere physikalischen Uberlegungen
ein echtes Vektorprodukt zweier Vektoren bereitgestellt, bei dem allerdings wieder Eigen-
schaften fehlen, die zur Bildung einer Gruppe unerlésslich wéren: Wie beim Skalarprodukt
gibt es wieder kein eindeutig bestimmtes Inverses 7, das die Gleichung [@ x Z] = € 16st,
sondern wieder eine ganze Schar von Vektoren

€lae
a

—

Inversenschar: Z(\) = + Aa,

némlich alle Vektoren mit Repriasentanten, deren Spitze auf einer Geraden parallel zu @ im
Abstand 1/a vom Nullpunkt liegt. Entsprechend existiert auch keine Division, denn die
Vektorenschar #(A) = (b/a)€ 4 + Ad@ mit dem Scharparameter A € R 16st die Gleichung

[@ x Z] = b. Um das einzuschen, gehen wir in eine Ebene senkrecht zu b im néchsten Bild:
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=
d

Bild 9.26: Zur Division

Dort zeichnen wir im Fulpunkt des gewéahlten Repréisentanten von @ senkrecht zu diesem
den Vektor (b/a)é) 45 und addieren in dessen Spitze den zu @ parallelen Vektor A\@, um die
gesuchte Vektorschar #(\) zu erhalten. Die Langen aller Produktvektoren [@ x Z] sind die
Fléchen der von @ und ¥ aufgespannten Parallelogramme mit der Grundlinie der Lénge a
und der Hohe b/a, die alle b betragen, wie behauptet.

9.6.11 Kein Assoziatives Gesetz

Obwohl wir nun ein echtes Vektorprodukt haben, das wieder vektoriell mit einem drit-
ten Vektor multipliziert werden kann, gibt es wie auch schon beim Skalarprodukt kein
Assoziatives Gesetz. Wir zeigen das am Einfachsten durch ein Gegenbeispiel mit un-

seren Basisvektoren. Einerseits gilt: [[¢] X é1] X &] = [6 X 52] = 0 und anderseits ist:
(& % [ % &]] = [ x ] = —& # 0.

Es kann also kein Assoziativgesetz gelten. Was aber tritt an seine Stelle? Darum geht es
unter anderem im néchsten Abschnitt.

9.7 Mehrfachprodukte

Infolge der zwei verschiedenen Arten von Produkten fiir zwei Vektoren werden vier Mehr-
fachprodukte moglich, die alle in physikalischen Problemen vorkommen, und denen wir
uns in diesem Abschnitt zuwenden wollen. Wir studieren zunéchst die Eigenschaften von
zwei Arten von Produkten aus drei und dann aus vier Vektoren und fiithren diese kompli-
zierteren Produkte auf die Berechnung allein von Skalar- und einfachen Vektorprodukten
zuriick:
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9.7.1 Spatprodukt

Die einfachste und wichtigste Art, drei Vektoren a = agéy, b = bie; und € = ¢, (je-
weils mit Summenkonvention!) miteinander zu multiplizieren ist das Skalarprodukt eines
Vektorprodukts mit einem dritten Vektor, das sogenannte

Spatprodukt:

(@e) == ([a x E] &) = arbicmErim

Ok1 Ok2 O3 ay ay as
=apbicy, | 011 012 O3 | =] by by bs
5m 1 6m 2 6m 3 C1 Co C3

Dabei haben wir zunéchst die Definitionen der beiden Produkte hingeschrieben, dann die
Determinantendarstellung fiir das Levi-Civita-Symbol eingesetzt und vor der Ausfithrung
der drei Summationen verwendet, dass die Determinante, wie wir frither gelernt haben,
reihenweise homogen ist. Entsprechend den Umformungsmoglichkeiten der Determinan-
ten sind weitere Formulierungen moglich, insbesondere durch zyklische Permutation und
Spiegelung an der Hauptdiagonalen, d.h. die Komponenten der drei Vektoren kénnen statt
in die Zeilen auch in die Spalten der Determinante eingetragen werden.

Dieser Vielfalt der Moglichkeiten bei der Formulierung der Determinanten entsprechen
viele Identitdaten in den Darstellungen ein und desselben Spatprodukts in der konventio-
nellen Form:

(@be) :([axa} .) = (béa) ::([Exa] @) = (Gab) == ([Ex a - b).

Wegen des Kommutativgesetzes des Skalarprodukts konnen dariiber hinaus die beiden
Malzeichen vertauscht und deshalb iiberhaupt weggelassen werden:

(@b2) ;:([axz?] A= (G [axz}).

Die Antikommutativitat des Vektorprodukts ergibt folgende Relationen:




Die Auswertung der Determinante ergibt eine reelle Zahl:

—

(@he) = ([a x 6’} &) = absin Z(@h)c cos Z(Crapp8) = Fecos L(€Lapn?) € R

Zur geometrischen Deutung, betrachten wir die néchste Abbildung:

-
€iah

¢ cosz(éd)

=
a

Bild 9.27: Zum Spatprodukt

Das Vektorprodukt [6 X g} ergibt einen Vektor mit einer Lénge von der Gréfle der Paralle-

logrammfléche F' = absin Z(d, b) und der Richtung von €| .4 g, also senkrecht auf dem von
@ und b aufgespannten Parallelogramm. Auf die Richtung dieses Einheitsvektors €44 r
wird nun der dritte Vektor ¢ projiziert. Die Lénge dieser Projektion ccos Z(€qp g, C)
ergibt die Hohe eines Spats (: Parallelepipeds) iiber der Grundflache F, dessen Volu-
meninhalt (allerdings mit Vorzeichen!) den Zahlenwert des Spatprodukts bedeutet. Je
nach der Numerierung der drei Vektoren ist der Volumeninhalt mit einem Vorzeichen
zu versehen. Falls beide Winkel kleiner als 7/2 sind und die Vektoren in der angegebe-
nen Reihenfolge eine Rechtsschraube bilden, ist der Volumeninhalt positiv zu nehmen.
Betrachten Sie zum Beispiel den ersten Einheitsvektor d; = € = (1,0,0), den Einheits-
vektor @y = (cosp,sing,0) in der 1-2-Ebene, der mit a@; den Winkel ¢ bildet, und den
Vektor a3 = (cos,0,sinv), der in der 1-3-Ebene mit @; den Winkel 1 einschliefit, so
wird das Spatprodukt (@;dsds) = sinpsin etwa gleich 1/2 fiir p = ¢ = 45° und 135°,
wahrend (d;d3dy) = — sin @ sin 1.

Der Volumeninhalt ist gleich 0, wenn die drei Faktorvektoren komplanar, also linear ab-
héngig sind, insbesondere wenn zwei der drei Faktoren gleich sind. Umgekehrt kann man
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vom Verschwinden der Determinante mit drei Vektoren als Zeilen- oder Spaltenvektoren
auf deren lineare Abhéngigkeit schlieflen.

Aufgabe 9.39 Lineare Abhingigkeit:
Sind die Vektoren (1,1,1), (1,1,2) und (1,1, 3) linear unabhdingig?
Speziell fiir die Basisvektoren erhalten wir eine duflerst prignante Formulierung fiir die

Orthonormalitdt und Kennzeichnung eines Rechtssystems in einer einzigen Gleichung, die
andererseits auch das Levi-Civita-Symbol durch die Basisvektoren darstellt:

(5k515m) = Ekim-

- = —

Speziell gilt (€1é5e3) = 1,

der Volumeninhalt des Einheitswiirfels.
Aufgabe 9.40 Spatprodukt:
Berechnen Sie folgende Spatprodukte:
a) ((@+b)(b+&)(C+ @)
b) ((1,0,0)(v/3/2,1/2,0)

( V3/2,0,1/2))
¢) ((v/3/2,1/2,0)(1,0,0)

(

(

V3/2,0,1/2))
)
)

13)(3,2,1)(2,1,3
12,3)(1,2,2)(3,2,1

~— N —~ —~

Aufgabe 9.41 Anwendungen des Spatprodukts:

a) Berechnen Sie das Volumen des von folgenden drei Vektoren aufgespannten Parallel-
epipeds: @y = €1 — €, Ay = €1 + €3 und dz = €1 + €5 + €3.

b)Berechnen Sie das Volumen der von den folgenden drei Vektoren gebildeten Dreiecks-
Pymmide: 61 = 51 -+ 52 —+ 53, 62 = 51 — 52 und 63 = 51 -+ 52 — 253

c¢) Berechnen Sie mit Hilfe des Spatprodukts das Volumen eines Tetraeders der Kanten-
lange L, nachdem Sie ihn in einen Wiirfel eingebettet haben.

d) Wie héingt das von folgenden drei Vektoren aufgespannte Spatvolumen von der reellen
Zahl x ab: ) = (€} — €3)/2, do = —€1 + €3 — €3 und d3 = 25 — xé3? Warum?
e) Wie lautet die Gleichung der Ebene durch die drei Punkte mit folgenden Ortsvektoren:

60251, 63:€1+€2+53 und52:€1—€2+€3.
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Einschub: Zwei Levi-Civita-Symbole:: Fiir die Berechnung der folgenden
Mehrfachprodukte bendtigen wir das folgende Produkt von zwei Levi-Civita-Symbolen

5k p 5k q 5]{,‘ n
EklmEpgn = 5lp 5lq 6ln
6m D 6m q 5m n

Der Beweis ist eine gute Ubung in der Matrizenmultiplikation:

EklmEpgn =

0k1 k2 Oks d01p 14 Oin
=| &1 612 O3 d2p 024 Oa2p
5m 1 6m2 6m 3 631) 53 q 53 n

6k1 5k2 5k3 51;0 61(1 61n
= (sl 1 512 5l3 52p 52q 5271
6m 1 6m2 §m3 631) 53q 5377,

0k101p + 0k202p + 0k 303p  Op101g + Op202g + 0k303q  Ok101pn + 0k202yn + 0k 3035
=| 01161p + 01202p + 01303 011014 + 012024 + 613034 01101 n + 01202, + 613031,
5m 151p + 6m252p + 5m353p 5m 151q + 5m252q + 5m353q 6m 161n + 6m252n + 5m353n

51{37“67“]3 5kr5rq 5kr§rn
= 517‘57"17 5lr67"q §lr5rn
6mr67‘p 6mr57’q 6mr6rn

61{: D 6k q 6/@ n
= 6l p 5l q 51 n

5mp 5mq 5mn

Zundchst haben wir die beiden Levi-Civita-Symbole durch zwei geschickt gewdhlte Determi-
nantendarstellungen ersetzt, dann ausgenutzt, dass die Determinante des Produkts zweier
Matrizen gleich dem Produkt der beiden Determinanten ist. Darauf haben wir die beiden
Matrizen miteinander multipliziert, wie wir das friher gelernt haben. Die einzelnen Matriz-
elemente erweisen sich als Summen tiber jeweils drei Produkte von zwei Kronecker-Symbolen,
die wir zusammenfassen und mit der Summenkonvention als Summen dber r = 1,2,3
schreiben kénnen. Schliefilich fihren wir diese Summen aus, wobei jeweils nur ein einzi-
ges Kronecker-Symbol tibrigbleibt.

Nachdem wir das Ergebnis vor uns haben, erkennen wir natirlich angesichts der Symme-
trieeigenschaften der Determinanten, dass es micht anders hdtte ausfallen kénnen, wenn
wir bedenken, dass es notwendgerweise wie unser Ausgangsprodukt total antisymmetrisch in
beiden Indextripeln klm und pgn sowie symmetrisch gegen Vertauschen der Indexpaare kp,
lg und mn sein muss.
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Giinstigerweise braucht man dieses allgemeine Ergebnis nur ganz selten. Meist wird das
Produkt nur in dem Spezialfall bendtigt, bei dem iiber ein Indexpaar z.B. m summiert
18:

EklmEpgm = (6kp6lq — Ok qalp)

Auch fiir diese wichtige Relation wollen wir zeigen, wie sie zustandekommt:

Eklmquncsmn = EklmEpgm
5kq 5km 5kp 5km 5kp 5kq
:+5m p _(Sm q +§m m
5lq 6lm 6lp 6lm 6lp 5lq
(Skq (Skp 5lcp 6kq 6’*317 61“1
5lq 6lp 5lp §lq 5lP 5l‘1
Ok p Okq
= (-1-1+3)
Sy Ol

= (5k'p5lq - 5kq5lp)

Wir haben dazu zundchst in der Determinantendarstellung des Produkts der Levi-Civita-
Symbole n = m gesetzt, die erhaltene (3 x 3)-Determinante nach der letzten Zeile entwickelt
und dann in den verbliebenen (2 x 2) -Determinanten die Summen dber m = 1,2,3 aus-
gefiihrt, also insbesondere aus der Spur 0., eine 3 erhalten. Nachdem wir in der ersten
(2 x 2) -Determinante die beiden Spalten vertauscht hatten, stand das Ergebnis fest.

Die allgemeine Struktur, ndmlich ,antisymmetrisch in kl und pq sowie symmetrisch in
kp und lg und der Summationsindex m darf nicht mehr vorkommen®, hdtte man erraten
konnen, aber wir wdren nicht sicher gewesen, dass der Zahlenfaktor vor dem Ganzen wirklich
eine 1 ist.

Manchmal braucht man sogar nur das doppelt summierte Produkt der zwei Levi-Civita-
Symbole, das wir nun ganz einfach erhalten konnen:

Ek:lmgpqnfsl qémn = EklmEplm = (616176” - 5k:l(slp) = (3 - 1)6191) = 25’6]}7

symmetrisch im Indexpaar kp, wie es sein muss. Zum Spafl summieren wir zum Schluss
auch noch tiber das dritte Indexpaar:

5klm{':pqn(sk105l q(smn = EklmEkim = 25kk =2-3=3
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Analoge Relationen gibt es auch fiir die vollig summierten Levi-Civita-Symbole in Rdumen

anderer Dimensionen, z. B. im R*, mit dem Ergebnis: ,Dimension*!

Aufgabe 9.42 Levi-Civita-Symbol:

a) Driicken Sie das Levi-Civita-Symbol durch Kronecker-Symbole aus.
b) Driicken Sie das Kronecker-Symbol durch Levi-Civita-Symbole aus.
c¢) Driicken Sie das Levi-Civita-Symbol durch die Finheitsvektoren aus.

d) Driicken Sie das Kronecker-Symbol durch die Einheitsvektoren aus.

9.7.2 Geschachteltes Vektorprodukt

Neben dem Spatprodukt gibt es noch ein weiteres Produkt aus drei Vektoren @ = aé,
b= b€, und ¢ = ¢,,€,, (jeweils mit Summenkonvention!): das geschachtelte Vektorpro-
dukt, das in der Physik z.B. in der Zentrifugalkraft vorliegt. Bereits bei der Frage nach der
Giiltigkeit eines Assoziativgesetzes fiir das Vektorprodukt haben wir als Gegenbeispiele
zwei solche geschachtelten Vektorprodukte ausgerechnet.

Fiir den allgemeinen Fall berechnen wir zunéchst das geschachtelte Produkt mit dem in-
neren Vektorprodukt als zweitem Faktor, wobei wir jeden Argumentationsschritt aus-
fithrlich kommentieren (Vergessen Sie nicht, an die Summenkonvention zu denken!):

[C_i X [l_; X E'H: [@ X €pgnbpCqe€nl das innere Vektorprodukt wurde eingesetzt,
= Epgnbpcq [a X €], wegen der Homogenitét des Vektorprodukts
= €pgnbpCo€imk@(€n)mEl, auch das duflere Vektorprodukt eingesetzt,
= EpgnEhimbpCq@i(€n)mEk, mit €,k = Erm zyklisch permutiert,
= EpgnEkimbpCq@i0n m €, Komponentendarstellung von €, = 0, ,,€m,
= EpgnErinbpCq@i€h, Summe iiber m = 1,2, 3, nur Beitrag fiir m = n,

(0K pO1q — Ok q01p)bpcqi€r,  Produkt der e-Symbole eingesetzt,
= (01 gbpcqai€, — O pbpc,ai€y), beide Summen iiber k ausgefiihrt,
(
(

= épcqaqu — bgcqapé’q), beide Summen {iiber [ ausgefiihrt,
= (begaqg — (@ - b)cyey), beide Summen iiber p ausgefiihrt,
= (a-&)b— (a-b)c, beide Summen iiber ¢ ausgefiihrt.

Insgesamt erhalten wir also den sogenannten

-,

GrafBimannschen Entwicklungssatz: [c‘i X [l; X EH = (@-Ab—(@-b)T
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d.h. einen mit den Faktoren des inneren Vektorprodukts b und & komplanaren Vektor.

Wenn das Assoziative Gesetz gelten wiirde, wire das gleich HFL X 5} X E] . Das ist aber,
wie wir gesehen haben, nicht der Fall, sondern es gilt:

Haxz?} xa] — (@G- Ab—ab- o).

d.h. der Produktvektor ist zwar wieder komplanar mit den Faktoren des inneren Vektor-
produkts, diese sind jedoch jetzt @ und b.

Aufgabe 9.43 Beweis von HEL’ X 5] X E’] =(@-&b—ab-e:

Beweisen Sie diese Relation ganz analog, wie wir das oben vorgefiihrt haben.

Aufgabe 9.44 Zentrifugalkraft:

Wie héingt bei einer Drehbewegung die Zentrifugalkraft F, mit der Winkelgeschwindigkeit
W zusammen?

Aufgabe 9.45 Jacobi-Identitét:

Berechnen Sie die Jacobi-Identitdt: [d’ X [I;X E” + [gx ¢ % EL’]] + [EX [d’ X EH :

9.7.3 Skalarprodukt zweier Vektorprodukte

Unter den Mehrfachprodukten aus vier Vektoren wird das Skalarprodukt zweier Vek-
torprodukte am héaufigsten gebraucht. Z.B. ist das Skalarprodukt zweier Drehimpulse
von dieser Struktur oder auch schon das Quadrat eines Drehimpulses.

Wir berechnen allgemein fiir die vier Vektoren @ = aiey, b = b€}, ¢ = ¢,n€,, und d = d,, €,
(jeweils mit Summenkonvention!):
([a X b] . [c X cﬂ) = (Ekmb1CmEpgnCpd,€n)

= EkimEpgnkbiCpdy(Emey)

= 5klm€pqnakblcpdq5mn

= Sklmqumakblcpdq

= (5kp51q - 5kq51p)

= akblcpdq,
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— - = =

d.h. ([axb} {5><ﬂ):(a-a(z?-d)—(a-d)(b-a.

Dabei haben wir zunéchst die Komponentendarstellung der beiden Vektorprodukte einge-
setzt, die Homogenitdt des Skalarprodukts ausgeniitzt, die Orthonormalitétsrelation der
Basisvektoren verwendet, iiber n = 1,2, 3 summiert, das Produkt der beiden einfach sum-
mierten Levi-Civita-Symbole durch Kronecker-Symbole ausgedriickt und schlieflich das
Ganze durch Ausfithren der vier restlichen Summationen auf Skalarprodukte zuriickge-
fiihrt.

Ein beriihmter Spezialfall dieser Relation fiir ¢ = @ und d=b ist die sogenannte

— 2 -
Lagrange-Identitét: [Ei X b} =a?? — (@-b)?

Aufgabe 9.46 Trigheitsmoment:

Bei der Definition des Trdagheitsmoments setzt Thr Dozent ohne Kommentar
(& [ x [&5 x 7)) = [Z x &]*. Darf er das?

9.7.4 Vektorprodukt zweier Vektorprodukte

Wir schlieflen die Zerlegung der Mehrfachprodukte ab mit dem Vektorprodukt zweier
Vektorprodukte. Dabei entscheiden wir uns dafiir, zunéchst das zweite innere Vektor-
produkt moglichst lange unangetastet zu lassen:

H&x 5] X [Ex JH = [5klmakbl€m X [Ex am
= ErmaiLby [e”m X | JH
S ((gm ) — (- E)J>

= €klmakbz(dm5— CmCBa

-

d.h. H@x 5} X [éx d‘H — (@bd)é— (@b@)d, d.h. koplanar mit ¢ und d.

Wir haben dabei zunéchst das erste Vektorprodukt durch seine Komponenten ersetzt, die
Homogenitat des Vektorprodukts ausgeniitzt, dann das erhaltene geschachtelte Vektor-
produkt nach Grafimann entwickelt, die Projektion auf die Komponenten ausgefiihrt und
schlieBllich Spatprodukte als Koeffizienten der beiden Faktorvektoren des zweiten Vektor-
produkts erhalten, in deren Ebene das Ergebnis liegen muss.
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Durch diese offensichtliche Unsymmetrie beunruhigt, berechnen wir dasselbe Produkt
noch einmal, indem wir jetzt das erste innere Vektorprodukt moglichst lange unange-
tastet lassen und im {ibrigen ganz analog wie oben vorgehen:

Hc? X 5} X [gx 8” = HZL X 5] X 5klmckdl€mi|
S — H& X 5} X 5,4

— cmcnd, ((a. &b — (b - 5m)a>

= Eklmckdl(amg_ b @),

d.h. HJ X l;] X [5>< cﬂ} = (@Zd)b— (beéd)d, d.h. koplanar mit @ und b.

Der Produktvektor des Vektorprodukts zweier Vektorprodukte muss also auf der Schnitt-
geraden der von den beiden Faktorpaaren der inneren Vektorprodukte aufgespannten Ebe-
nen liegen.

Bild 9.28: Vektorprodukt zweier Vektorprodukte
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Zur Ubersicht fassen wir die Formeln fiir die Mehrfachprodukte noch einmal zusammen:

-,

Mit (6 . ) = akbk, |:(5: X l_?] = 5klmakbl€m und (655) = (|:Ei X l_)] . 5) = akblCmEklm
gilt:

Damit haben wir alle Mehrfachprodukte in Skalar-, Vektor- und Spatprodukte zerlegt. Es
bleibt nur noch zu kliren, wie sich diese drei Produktarten bei Anderungen des Koordi-
natensystems verhalten. Dazu bendtigen wir eine Relation iiber die Determinante einer
Transformationsmatrix, die Determinanten-Formel, die wir uns im folgenden Einschub
beschaffen wollen.

Aufgabe 9.47 Spatprodukt von Vektorprodukten:

Berechnen Sie das Spatprodukt ([d X E] [5 X 5] [EX JD .

Einschub: Determinanten-Formel: Bei allen Transformationsiiberlequngen
werden Sie immer wieder folgende

Determinanten-Formel: A, Ay Anmerim = |Alepgn

verwenden. Die Relation sieht komplizierter aus, als sie in Wirklichkeit ist. Wir
wollen uns kurz klarmachen, wie sie zustandekommt:
Wir betrachten dazu eine beliebige (3 x 3)-Matriz und bilden:

01 Ok2  Ok3
Ak AgAnmerim = AppAgAnm | 011 G2 i3 | =
6m 1 6m 2 5m 3

Wir haben zundchst das Levi-Civita-Symbol durch seine Determinantendarstellung
mit Kronecker-Symbolen ersetzt und erinnern an die drei Summationen tber k, [ und
m. Da Determinanten rethenweise homogen sind, multiplizieren wir die erste Zeile
der Determinante mit dem ersten Faktor Ay, die zweite mit dem zweiten Faktor
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Ag und die dritte mit dem dritten Faktor Ayy,. Dann fiihren wir die Summationen
in allen neun Matrizelemeneten aus:

Aprdr1 Aprdr2  Aprors Apt Ap Aps
=| Augdin  Apdz  Agdhiz |=| Ag Ap Ag | =
Anmém 1 Amn(sm 2 Amn5m 3 Anl An2 AnB

Nun machen wir die eben durchgefiihrten Summationen tber die rechts stehenden
Kronecker-Symbole wieder riickgdngig, indem wir jedoch die Kronecker-Symbole jetzt
links herausziehen. Danach stellen wir fest, dass wir die Determinante des Produkts
zweter Matrizen erhalten haben:

OpkAr1  OprAr2  OprArs dp1 Op2 Op3 A A Agg
= | OgrAr1 OqrAr2 OqrArz | = dq1 0q2 0g3 Agy Az Ao =
OnkAr1 OnkAr2 OniArs On1 On2 On3 Az1 Az Ass

Die Determinante eines Matrizenprodukts ist jedoch gleich dem Produkt der Deter-
minanten der beiden Faktoren.

dp1 Op2 Op3
= 5ql 5(12 5(13 |A|:|A|5pqn'
On1 On2 On3

Damit haben wir das gewiinschte Ergebnis erhalten, das Sie noch oft anwenden wer-
den.

Da die gesamte Ableitung ebenso fiir die transponierte Matriz durchgefithrt werden
kann, wird die Determinaten-Formel hdufig auch in folgender Form verwendet:

gklmAkpAlqun = ‘A ‘ Epgn -

Unsere Determinanten-Formel AppAgAnmekim = |Alepgn kann noch auf eine ganz
andere Art betrachtet werden: Das Levi-Civita-Symbol kann als Grofle mit drei In-
dizes auch als Tensor dritter Stufe angesehen werden, und die linke Seite unserer
Formel als €pgn, d.h. als Darstellung der 27 Tensorkomponenten im transformier-
ten Koordinatensystem: fir jeden Index eine Transformationsmatriz. So gesehen
bedeutet dann Epgn = |Alepgn die Drehinvarianz der Tensorkomponenten, d.h. die
+ FEinsen und Nullen sind in jedem Koordinatensysem dieselben, und dazu kommt
von |A| ein Minuszeichen bei Spiegelungen, also handelt es sich um einen Pseudo-
tensor. Dementsprechend werden Sie dem gegen Vertauschen je zweier Indizes total
antisymmetrische Levi-Civita-Symbol manchmal auch als ,numerisch drehinva-
riantem Pseudotensor dritter Stufe* begegnen.
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9.8 Transformationsverhalten der Produkte

9.8.1 Orthonormale Rechtsbasen

Nachdem uns beide Produkte von zwei Vektoren zur Verfiigung stehen, sind wir in der
Lage, unser urspriingliches Koordinatensystem S mit dem Ursprung O auf elegante Weise
zu charakterisieren: Unsere drei Basisvektoren €, mit k£ = 1,2, 3 bilden eine Orthonormale

Rechtsbasis (:ONRB), d.h. sie:

sind 1) orthonormal: (€ - é)) = 0y,
bilden ein  2) Rechtssystem: [e} X €] = exmm
und sind  3) vollsténdig;: ér) (ex = 1.

Neben diesem betrachten wir bei gleichbleibendem Ursprung O = O noch ein anderes
Koordinatensystem S, dessen Basisvektoren 7§ mit k = 1,2,3 durch eine lineare Trans-
formation A aus den alten Basisvektoren hervorgehen:

~
—

Basistransformation: ¢, = A.¢)

~
- —

Die Elemente der (3 x 3)-Transformationsmatrix Ay = (7¢ - €;) = cos A(Q%k, €;) erhalten
wir durch skalare Multiplikation mit €;.

Die Physiker interessiert nun folgende Frage: Welche Matrizen sind zugelassen, wenn
die neuen Basisvektoren wieder eine ONRB bilden sollen?

9.8.2 Gruppe der Orthogonalen Matrizen

Um die aufgeworfene Frage zu beantworten, behandeln wir zunéchst die Orthonormalitét.

Es soll also gelten:

5pq = ApkA;}Fq

Wir kénnen demnach nur Matrizen zulassen mit der Eigenschaft A AT = 1 oder A~! =
AT, Diese Matrizen heiflen bei den Mathematikern orthogonal. Unter ihren neun Ma-
trixelementen sind nur drei reelle Zahlen unabhingig wegen der sechs Bedingungs-
gleichungen:

A2+ A%+ A2y = fir p=1,2,3 und

AplAql + APQAqQ + ApgAqg =0 fir P 7& q = 1, 2, 3.
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Die orthogonalen Matrizen bilden eine Gruppe, O(3) genannt, beziiglich der Mul-
tiplikation, die natiirlich nicht abelsch sein kann, weil wir die Matrizenmultiplikation
allgemein als nicht kommutativ gefunden haben:

Um die Gruppeneigenschaft zu verifizieren, betrachten wir zunéchst das Produkt Cy; =
By, Ay, zweier orthogonaler Matrizen A mit A,, Ay, = J,, und B mit By, B, = 0;; und
berechnen:

CknCln = kaApnquAqn = kaqu(SPq = kaBlp = 5’”

d.h. das Produkt zweier orthogonaler Matrizen ist wieder orthogonal.
Ferner gilt das Assoziative Gesetz wie fiir jede Matrizenmultiplikation:

C(BA)=CBA = (CB)A

Es gibt genau ein Einselement, die Einheitsmatrix 1 ist ndmlich orthogonal, da 17 =1
folgt 1-17 =11=1":

3! Einselement 1 : 5kmAml = Akl = Akméml fir alle A S 0(3)

Denn die Multiplikation einer Matrix A von links oder rechts mit der Einheitsmatrix 1
ergibt wieder die alte Matrix.

Und es existiert zu jeder orthogonalen Matrix A eine eindeutig bestimmte Inverse, nam-
lich genau die transponierte Matrix, das war ja gerade die Orthogonalitdtsbedingung:

VA €O(@3) JdInverse A'=AT: AAT=1

Die fiir die Existenz der Inversen notwendige Bedingung |A| # 0 ist erfiillt, denn aus
AAT =1 folgt fiir die Determinante

[AAT] = [AJAT] = [AP = (1| =1

A =£1#0
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Damit sind alle Gruppeneigenschaften der othogonalen Matrizen bewiesen. Aus der De-
terminante sieht man dariiber hinaus, dass es offenbar zwei Arten von orthogonalen
Matrizen gibt, solche mit Determinante +1, die Drehungen, und andere mit Determi-
nante —1. Das sind gerade die Spiegelungen.

Die Definitionsgleichung fiir die orthogonalen Matrizen A, Ay = 6,4 erdffnet noch einen
ganz anderen Blick auf unser Kronecker-Symbol: Sobald wir namlich links ein iiberfliis-
siges 0 mit einer weiteren Summation hinzufiigen, erhalten wir: A, A6, = 6,4, Wenn
wir das Kronecker-Symbol seiner zwei Indizes wegen als Tensor zweiter Stufe ansehen,
stehen auf der linken Seite Spq, d.h. die 9 Tensorkomponenten beziiglich des transformier-
ten Koordinatensystems: jeweils eine Transformationsmatrix fiir jeden Index. Die ganze
Gleichung 5pq = J,, bedeutet dann die Invarianz der Matrixelemente gegeniiber Drehun-
gen und Spiegelungen, d.h. die Einsen und Nullen bleiben in jedem Koordinatensystem
immer gleich und an derselben Stelle: Das gegeniiber Vertauschen der Indizes symme-
trische Kronecker-Symbol ist also, vom hoheren Standpunkt betrachtet, ein ,numerisch
invarianter Tensor zweiter Stufe”. Unter dieser Bezeichnung werden Sie ihm spéter auch
hiufig begegnen.

9.8.3 Untergruppe der Drehungen

Man sieht auch schon, dass die Drehungen wegen der Determinante +1 eine Untergruppe
der Gruppe O(3), die sogenannte Spezielle Orthogonale Gruppe SO(3) bilden, denn
(+1)(+1) = +1.

Nach diesen zukunftstriachtigen Erkenntnissen wollen wir weiter untersuchen, wie die fiir
eine Transformation des Koordinatensystems zugelassenen othogonalen Matrizen durch
die Forderung weiter eingeschrinkt werden, dass die neuen Basisvektoren wieder ein
Rechtssystem bilden sollen. Das ist der Fall, wenn folgendes gilt:

5pqn€;n = |A|5pqnén'

Zum Beweis betrachten wir

Epgnn = [ep X eq] = Apk:Aql [ek X el] = Apk:AqlEklmem =...

Nach diesen uns schon geldufigen Rechenschritten mit Ausniitzen der Homogenitat des
Vektorprodukts folgt nun ein ungewohnlicher, aber wichtiger Schritt: Wir fithren zu den
drei in der Einsteinschen Konvention versteckten Summationen iiber £ = 1,2,3, [ =
1,2,3 und m = 1,2,3 zu allem Uberfluss noch eine weitere kiinstlich hinzu, indem wir
ein zundchst unnotig erscheinendes Kronecker-Symbol einschieben und iiber » = 1,2, 3
summieren:
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e = ApkAqlgklm(;mrer = ...

Diese durch das Kronecker-Symbol eingefiigte 1 ersetzen wir jetzt durch 1 = A AT, d.h.
Omr = ApmAn mit unserer orthogonalen Transformationsmatrix A.

s = pkAqlgk:lmAnmAm"er = ApkAqlAnmgklmAnrer = .-

Nach Vertauschen der Zahlen e, und A,,,,, gelangen wir so zu einem Ausdruck, der uns die
Anwendung unserer frither abgeleiteten Determinanten-Formel A,z Ay Aumerim = |Alpgn

gestattet: . -
oo = |AlepgnAnr = |Alepgnén

Wenn also unsere neue Basis wieder ein Rechtssystem sein soll, diirfen wir nur solche
orthogonale Transformationsmatrizen zulassen, deren Determinante |A| = +1 ist, d.h.
nur Elemente der Untergruppe SO(3) der Drehungen. Das ist aber genau das, was
wir ganz zu Anfang dieses Kapitels bereits an einem Beispiel gesehen hatten: Die Pa-
ritdtstransformation machte aus einem Rechts- ein Linkskoordinatensystem und mit ihr
alle anderen Transformationen, die eine Spiegelung enthalten, was wir an der negativen
Determinante jederzeit erkennen konnen.

9.8.4 Transformation der Produkte

Zum Schluss dieses Kurses wollen wir nun noch iiberpriifen, wie sich unsere Produkte aus
Vektoren unter Drehungen und Spiegelungen des Koordinatensystems verhalten:

Wir wissen schon, dass die Komponenten a; eines Vektors @, der aus einer Ver-
schiebung entstanden ist, als Projektionen auf die Koordinatenachsen ay = (@ - €)) sich
transformieren wie die Basisvektoren selbst:

~

ayp = (C_i' _;k) = (67' Aklgl) = Akl(&" 51) = Aklah

also

ap = Akl a

Insbesondere werden bei der Spiegelung am Nullpunkt, der Paritét, die Vorzeichen umge-
dreht. Man nennt diese Vektoren deshalb polare Vektoren. ~

Als erstes Produkt untersuchen wir das Skalarprodukt ¢ = (@ - b) aus zwei polaren
Vektoren @ und b :

—
—

é = (6 _’) = dki)k = AklalAkmbm = AklAkmalbm = 5lmalbm = albl = (6? . b) =.C,
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Wir haben dabei zuerst die Komponentendarstellung des Skalarprodukts im neuen Sy-
stem eingesetzt mit der Summe iiber k£ = 1,2, 3, dann das Transformationsgesetz fiir die
Komponenten polarer Vektoren verwendet, die Orthogonalitétsrelation der Transformati-
onsmatrizen ausgeniitzt und schliellich nach der Summation iiber m = 1, 2, 3 ohne irgend
welche Vorfaktoren die Komponentendarstellung des Skalarprodukts im urspriinglichen
Koordinatensystem erhalten.

Damit haben wir gezeigt, dass unser Skalarprodukt dreh- und spiegelinvariant ist, also
den Namen Skalar zurecht tragt.

Als néchstes studieren wir die Transformationseigenschaften der Komponenten v, =

[6 X 5] des Vektorprodukts v = [c? X l;} zweier polarer Vektoren d und b:
k

—
Uy 1= [a X b] L UpbgEpgt = Apm@mAgnbnepgk
= ApmAqnambngqu = ApmAqnambnqur(Srk
- ApmAqnambngpqrArlAkl - ApmAanrlgpqrambnAkl
l

= |A\€mnlambnAkl = |A‘Akl |:CT X bi| = |A|Akﬂ)l,

also

—

’IAJ]{ = [C_i X g:|k = ‘A‘Akﬂ)l

Dabei haben wir zunéchst die Komponentendarstellung der k-ten Komponente des Vek-
torprodukts im transformierten Koordinatensystem mit Summationen iiber p = 1,2,3
und ¢ = 1,2, 3 eingesetzt, dann die Transformation der Vektorkomponenten der beiden
Faktoren durchgefiihrt und fiir den letzten Index des Levi-Civita-Symbols ein iiberfliissiges
Kronecker-Symbol mit Summation iiber » = 1,2, 3 eingefiihrt. Dieses ¢ haben wir durch
zwei orthogonale Transformationsmatrizen ersetzt und die drei Matrizen A mit Hilfe unse-
rer Determinanten-Formel ApkAqlAnmsklm = |A|5pqn zur Determinante zusammengefasst
sowie das Vektorprodukt wieder im alten System geschrieben.

Daraus ergibt sich, dass das Vektorprodukt sich bei Drehungen zwar wie ein Verschie-
bungsvektor als Vektor transformiert, jedoch bei Spiegelungen wegen der Determinante
|A| = —1 eine Vorzeichendnderung erfihrt, also spiegelinvariant ist. Derartige Vektoren
werden axiale Vektoren genannt und tatséchlich sind alle in der Physik auftretenden
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durch Vektorprodukte aus polaren Vektoren aufgebauten Vektoren spiegelungsinvariant.
Sie hingen, wie wir gesehen haben alle mit Drehvorgéingen zusammen und bedeuten im
Gegensatz zum Richtungspfeil der Verschiebungsvektoren einen Drehsinn und der dndert

sich, wie das folgende Bild zeigt, im Spiegel betrachtet nicht.

J

Bild 9.29: Spiegelung von Verschiebungspfeil und Drehsinnkreis

Aufgabe 9.48 Polare und axiale Vektoren:

Sortieren Sie folgende Beispiele physikalischer Vektoren nach threm Spiegelungsverhalten
in zwer Kdrbe, einerseits die polaren andererseits die azxialen Vektoren:

Ortsvektor, Impuls, Drehimpuls, Geschwindigkeit, Winkelgeschwindigkeit, Kraft, Drehmo-
ment, magnetisches Moment, elektrisches Dipolmoment, Magnetfeld, elektrische Strom-
dichte, elektrisches Feld, elektrische Verschiebung, elektromagnetische Strahlungsflussdich-
te, usw.

Als letztes wollen wir uns das Spatprodukt d = (7b¢) dreier polarer Vektoren @, b
und ¢ im transformierten Koordinatensystem S anschauen:
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—

d = (ab?) = arbitmerim = AkpAigAmnEpgnapbyCn

= |A|5pqnapchn = |A|(55(3 =: |Ald,

also

—

d:= (@bd) = |Ald.

Wir haben wieder die polaren Vektorkomponenten transformiert und die Determinanten-
Formel AprAgAnmErim = |Alepgn beniitzt.

Das Spatprodukt ergibt sich dabei zwar gegeniiber Drehungen als Skalar, aber gegeniiber
Spiegelungen keineswegs als invariant, sondern mit einer Vorzeichenumkehr. Eine solche
Grofle heiit Pseudoskalar.

Aufgabe 9.49 Parititsverletzung:

a) Warum kann man zur Uberpriifung der Parititssymmetrie beim (-Zerfall, z.B. in der
Reaktion Co® — Ni% 4 e~ + v, das Spatprodukt der drei Impulse (Pxip.p,) nicht ver-
wenden?

b) Welche Grifle hat man statt dessen gemessen?

Wir haben hier nur die einfachsten Regeln der Vektoralgebra behandelt. Sie werden im
Verlauf Thres Studiums noch sehr viel mehr mit Vektoren zu tun bekommen. Sie werden
Vektoren als Funktionen eines Skalars, vor allem der Zeit studieren, aber auch Skalare und
Vektoren als Funktion von Vektoren, vor allem des Ortes oder des Impulses, sogenannte
Felder. Sie werden lernen Vektoren zu differenzieren, nach Taylor zu entwickeln und auf
mehrere verschiedene Arten zu integrieren. Alle diese Vektoren werden das charakteristi-
sche Verhalten gegeniiber Drehungen des Koordinatensystems zeigen und beziiglich der
Spiegelungen in polare oder axiale unterschieden. Bei der Behandlung der Relativitéts-
theorie werden Sie mit Vektoren rechnen, die vier Komponenten besitzen. Und in der
Feldtheorie mit unendlichdimensionalen Vektoren umgehen lernen. Die Grundstrukturen
werden aber immer dieselben sein, die wir hier zusammen kennengelernt haben.

An einigen Stellen der Physik werden Sie iiber Skalare und Vektoren hinausgehend auf
Tensoren zweiter Stufe stoflen, z.B. beim Tragheitsmoment, beim Spannungstensor und
dem elektrischen Quadrupolmoment. In der vierdimensionalen Raum-Zeit bilden die elek-
tromagnetischen Felder zusammen einen Feldtensor zweiter Stufe. Auch auf dessen Trans-
formationsverhalten sind Sie durch unsere gemeinsamen Uberlegungen vorbereitet. Freuen
Sie sich darauf!
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